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I Capftulo 10 

FACTORES Y EXPONENTES * ' 

Las ideas important es en el cur so de este capitulo son 
las da factore^ y^f actor izaci6n, y a esas ideas leS debemos 
dar un cimiento matemflStico. firme. El ,tratamiento tradicional 
de'ellas ha prppendido a ser un mane jo de slmbolos con la 
t^cnica como su objetivo principal. Nuestro prop6sito es 

h'acer del entendimiento el objetivo principal. Sin entendi - 

*. . • • • * 

mienM es forzosa. gran dosis de confusi6n. Por ejecDiplo, 

si un estaidiante preguntara por qu^ ir no es un factor de 

^ (puesto cue irx^^S.y^ esun niSmero perfectamente 

. *^ ^ TT TT ^ i 1^ 

aceptable) , o si' pre§untara por qu6 + 1 nb es un factor 

de X (puesto que ^ * + 1) » x^^ no podria encontrar 

una ^tespuesta dentro del marco de lo que habitualmente se ' 
ensefla. "Ho dea tonto^- .usted puede ver que los cocientes 
indicjs^dos fto son enterosl"^ es probablemente una respuesta 
tan satisfactoria como otra* cualquiera* 

En este 'capftulo, nos interesamos por las estructuras 
algebraicas que sirv^n de base a* nuestras ideas corrientes 
sobre la f actor iEacifip. Principalmente nos ocuparemos del 
coniunto de todos los enterds positives, que es, segdn 
recordamos, cerrado respecto de la suma y de la multipli* 
caci6n* En realic|ad, es posible pensar en los enteros 
positivos como "engendrados" aditlvamente per "1", que permits 
mediante la suma '^obtener^' cualquier entero positive* Esta 
idea tan sencilla para los enteros^ serif de considerable 
ayuda cuando estudifemos los polinomios. La idea fundamental 



JO - * s 



t 

312 



es la definici6n de un factor propio. Se dice que un ^ntero 
es factorizable si tiene un factor'' propio ^ y es primo si 

carece de factor, propio* , 

Es^ muy importante tener presente que estos conceptos 'de * 

factores y factoriEacidn dependen del conjunto sobre eL cual 

' efectusmos la factorizaci^Sn* Sobre el conjunto de Iqs ^ • 

enteros positivos, ^ 4 es un factor de 12. §i permiti^ramos 

todos los* enteros, -4 y 4 Syrian* ambos factores de 12 • Si 

factorizamo^ sobre el' cojijunto de los ntitmeros racionales, 

2 * ^ 

entonces es un f factor d^ 12 tambi€n. , Si factorizamos 

sobre los ndmeros reales, cualquier niSmero" es xxti factor de * 
12, y la idea parece' ya nqf^tener ^entido^ Cuando hablamos 
de factorizar un entero *positivo, queremos significar 
siempre sobre el conjvjnto de los enteros positivos, a menos 
que se especifique otro conjunto, puesto que la informaci6n 
sobre los factores de los enteros que nos ihteresa en es^^ 
^ capitulo^'puede obtenerse de los enteros positivos. * 

Los teoremas que demostramos •acerca de los ^ctores se I 
expondr^n de taJ. modo que se podr^n general.izar inmediata- 
mente a polinomios, porqye es ^en este dominio don,de los « 
necesi tamos otra vez. ^ ' * 

Los altamnos que ban estudiado el cur so dei. SMSG para 
s^ptimo gradou^ tendr^n una buer^a base para abordar las^deas 
de factores, ndmeros primos y mfnimo coindn miSltiplo. !^s 
posible que* nfecesiten invertir onenos tiempo sobre estos 



tetnas^^qpe otros estudiantes. 
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10-1. Factores v di'visibllidad /. . 

La base del cuento del agricultor con once vacas es que 

«1 mlmero 12 tiene una propiedad que el ll'no tiene,'a • * ^ . 

^ saber: 12 tiene otrbs factores adem^s de uno y 61 mismo* 
. Concret>mente, 12 puede ser dividido^exactamente' per 2, 4 
y 6* Once no puede ser dividldo exactamente per t^^stos 
mSmeros. El extarafio pudo^coger da nuevo su vaca porque ^ 

2 4 ^ 6 , 12 * * , 

^ El hecho de que cualquier egatero posltivo tieiie a s£ * ^ ^ 
mismo y al 1 como facto:c^s se deduce la propiedad' del ♦ 
1>' a • 1 f a. Pero algunos enteros positives* tienen otros 

factores, ademSs del 1 y ellos mismos. A esta clas^ de 
factor la llamcmos un* factor propio . Obs€rvese la seinejat\2?a 
de la relaci6n f^ctor-facto^propio a la relaci^n subc^njunto- 
subc^njunto proplo , ''Propio" es una palabra usada poi^ la 
gente para *indicar los *casos realmente interesantes de un , 
concepto particular* Consid^rese; por el mOTiento, lo que ^ ' 

queremos decir cion *'fracci6n propia** • ' 

Despui^s de la^definici6n de factor propio^ surge i.a 

pregunta: ^Se* desprende de esta d^||||^nici6n que ra^ tampoc^^ 

puede sei igual a 1 ni a a? Si m es un factor propi ™ 

de n, qijeremos decir que hay un entero positive q ^ ^ * 

iq ^ q 7^ n) tal que mq » n/ *Ent<&nces otro nombrfe para 

q es £. Si "111*= 1, entonces q = — ^ = n. Es'to es una" 

. • m ' ^ m 1 ♦ ^ 

contradiccidn. Si m n, entonces q = — « — = l. Esto es 

. m n 

tambi^n una contradicci6n. 

s^os problemas 1-15 del Conjiyito de problemasi* 10-la se ban 
propuesto para reforzar la idea de que si mjes un j?actor 
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de ^ntonces B es un factor tde Lqs estudiantes pikeden 

^tanar algunas decisiones sobre fa .base de las reglcts de 
divisibilidad: por ej employ 5 no es un factor; de 24, i>uesto 

'qpe\cualquier n\Smero divisible por 5 tiene el nombre de un 
numer^al que ^termine en 5 6 en 0* , En Ips problemas del jL6 al 
35,» deseamos que e\ estjidiante Yecuerde la aprendido sobre 
la divisibilidad de .niimer^s para poder reconocer ios factores 

^propios de un niSmero, E^stos proT?lemas conducen a la, consU- 
deraci6,n de la^ reglas de divisibilidad b'asadas en el numeral 
que* representa el» ntSmero;^ 



Respuestj^ s al C oniunto de problemks 10- la ; ^p^ginas 247-248: 



. 1. 


S£. 


2 X 12 = 24 " 










2. 


. Sf .^^ 


3 X 8 • 24 V . 










3. 


No., 


No hay un en4:ero 


q 


tal 


que 


5 "q = 24^. 


4. 


* Sf . 


6 xV*» 2A 








' * ' 1 - 


5. 


No. 


No hay un enter o 


q 


tal 


que 


9-q = 24. 


6.' 




No Jiay un entero 


q 


tal 


que 


13 -q = 24*. 


7. 


\ Si * 


12 X 2 =24 










8. 


Si. 


24 ,x a - 24 ' - 










9. 


Sf. 


13 X 7 = 91 










10. 


si.. 


30 ^ 17 «- 510 - 




« 




• 


11. 


Sf. 

» • 


12 «x 17 - :^4 








9- 


12. 


si. 


10 X ;o,ooo\ ioo, 


000 






13. 


si. 


3 X 3367 = 10,101 








t 


14. 


Si. 


6 ;<_6367,- 20^202 








15. 


Sl.«. 


12 X 3367 = 40,404 
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* ^ 

Los estudiantes deberah observar que las respuestas a los 
problemas 14 y 15 se deducen directamente del problema I3.*--* 
La forma de las respuestas puede sugerlr la manera en que 



^ Xa propiedad asociativa. facilita el trabajo: 



* 






. (2a)b 
' . ^^^^^ 


« Sab 
= 4ab 


• 

* 




► 85: 


5i 


5 X 17 =85 






17. 


51:. 


3j 


, 3 X 17 = 51 


* 




18. 


> 52: 


2j 


♦ 

2 X 26 =, 52 . iVj 


4 X 13.- 52- 

♦ 






29: 




no factor&abXe 






. 20. 
' 21. 


>3: 
9^: 


3ji 
2j 


3 >< 31 ^ 93* «^ 
2 X 46 « 92 • 


*4 X 23 = 92 ~ 


* 


/ 22. 


37: 




no f actorizabXe 






. 23. 


9^: 


'2j 


2 X 47 » , 9^^ 




« 

* # 




55.: 


5j 


5 X 11 =. 55 




* 


- ^. 
' 26. 


€l; 
23: 




no factorizable 
no fjactorizable 




* 


27. 


123:-^ 


3i 


3 X Hi » 123' 






28. 


57: 


3; 


J 3 X 19 - 57 






29. 


65: 


5j 


5 X 13 - 65 " ^ 






30. 


122: 


2; 


2 X 61 « 122- 




• 


3i. 


66: 


2; 


2 X 34 - 68 . 4j 


4 X 17 68 




32. 


95: 


,5j 


5 X 19 « 95 






' 33. 


129:, 


3; 


3 X 43 a 129 






.341 


IM: 




3 X 47 = 141 






35. 


101: ' 




no ftitctoiizable 







Esjperamos que los gstudiantes sepan las reglas de divi- 
sibilidad. por 2» 5 y 10^ p?rQ el maestro debe eonvencerse de 
que efectiyamente todos los estudiantes las saben.* La 
discusi6A siguiente tiene como f in. dar informacitfn a los 
maestros. Esperamos que el maestro ro se limite a fijar las^ 
reglas^ sino que ayude al estudiante a descubrir per si Itnismo 



todo lo que sea posibl^* 
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. dualqu;).er entero pued^ re|}resentarse en la forma lOt +- u, 
donde.^t es* uii entero no ne|||tiyo,y u es un dntero del 
' con junto {0,1, 2, 3,..., 9). Por ejemplo, . • 

36 » 3(lp) +6 • , • . 

178 « 17(10) + 8 . .. 

156237 = 16623(10) +7. . . • ^ 
ha -ventaja de esta forma es que podemos apr fender la%*reglas 
'de divisibilidad que pueden basarse en el tiltimo ^dl g;Lto del 
numeral* Por ejemplp, 178 » 17(10) + 8* Dos es un factor de 

10,y, por lo tantOj^un factor de cualquieir mdltlplo, de 10, 

» 

incluyendo 17(10) . Con otras palabras, el 17 no impo'rta 
i^ucho^ puesto que 2 es un factor de 10* De este modo*, que 
sea o no 178 divisible por 2 depende solamente del ultimo * 
dfgito, 8/ Como 2 es un factor de 8, 2 es un factor de 178* 

Expresando con m^s generalidad el anterior razonamiento, 
podemos' decir que, como 2 es u^ factor de 10 , 2 es un factor 
de* lOt- Asf, pues j 2 es un factor de jLOt + u, si y sdlo si 
2 e^ un factor de u, el dlttmo dfgito. Obs^rvese que; cuando 
u « 0; hacemos uso de la propied!iad* de que 2| es un factor de 0. 

De manera an^loga, puesto que 5 ;y 10 son factor es de lOt, 
cada uno es un factor ^de lOt + u, si y s6io si cada uno es un 
factor d^ u» For otra* parte, 3, 4, 7, 11 y 13 no son facto- 
res de lOt para cada t* De estje modo/ las^ reglas de divisi- 
bilidad por estos ^^eroj? no pueden basarse solamente en el 

iSltimo digito del numeral. , 

Podemos extender este razonamiento a numerales escritos en 
cualquier otra base de numeracidn* Tomemos la notaci6n 
duodeciiaal, por ejemplo^ Todo niMero puede expresarse en la 
forma 12 1 + u, donde t es un* entero no negative, y 
0 j< u <. 11* Cada uno de los ndmeros 2, 3, 4 y 6.es un factor 



de 12t; asl, las regias de dl\KLsibilidad para^ estos niSnieros 
estin basadas en el d^timo . dfgito clel numeral. Esto es, ' 
cualquier nCrmero expresado como un numeral en. base 12 es 
diAjislble por 2, 3i?-4; 6 6 12, si el tiltimo dfgito es 
divisible ppr 2, 3, 4, 6 6 12, respecti-vamente, 

Volviendo a la notacidn eh bas6 1,0, exammemos los 
\Sltimqs jlos dfgitos de un numeral "cuarquiera. En general, 
podrfamos efecribir ,«(^ualquier niSmero* en la forma (lOO)h + d, 
donde* h e.s un entero no negative, y d ^s un entero tal 
que 0 \< d i.99 . Cualquier ntinero que es un factor "de 100 
ser4 un factor de lOOh. Por lo tanto, un niamero que es un 

factor de 100 serS un factor de (lOO)h + d, si y s61o si es* ' 

• , , - • . * 

un factor de d, los dos* dltimos dfgitos. Puesto que la 

' • - 2 2 

factorizacitfn prima de 100 es 2 , cualquier ntSmero f ormado 

a lo m5s de dos 2 y,.dos 5 ser^ un factor de 100. Tales 
ndmeros son 2, 4, 5, 10, 20,- 25, 50 y 100. Pero 2, 5, 10, 
20, y 50 se ensayan mfis f^cilmente por una aplicaci6n sencilla 
o doble de las regias del idiltimo dfgito, lo cual nos deja 
4 y 25. ^ Asi, pues, un niSmero es divisible por 4 6 25, si y 
.s<51o si el niSmero denotado por los dltimos dos dfgitos en su 
notacifirt decimal es divisible por 4 <5 25. 

Otra prueba- interesante est3 basada en la sxima de los 
dfgitos de un numeral. Si Iqs dlgitos de un numeral decimal 
de" cuatro dlgitos son a, b, ^, d, el numero es ^ 

1000a + 100b + 10c V d> 999a <~a + 99b + b + 9c + c + d ' 

-= <999a+99b + 9c) +(a + b+ c + d) 

= (111a + lib + c)9^+ (a + b + c + cO 
Un numeral decimal con cualquier numero de dfgitos puede 
' tratarse de la misma Nttanera . 
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^Pu^sto que 3^es un factor de 9^ 3 es un factor de 
(111a + lib + c)9 . ^ Ea CQj^eecuencia, si 3 es \m factor de. 
(a + b + c + d), es un factor del ndmero originar (Teorema 
r0-5b) . Adem56, si 3 no es 4in- factor de (a + b + c + d)> 
en^onces 3 no es un, factor del .n^ero original ^ como puede 
demostrarse suponiendo* que 3 es uir factor del niSmero original 



y utilizando el teorema 10- 5d para llegar a una Qont^adilccidn* 
Llegamos a* la coriclusidnj^ pues, de que se. puede* p:epbar la 



divisibilidad por' 3 ^ d^terminando si 3 es^un factor 4le la^ 
suma de los .dfgitos del numetal decimal ^ * > 

Observamos, incidentalmente, que hay upa regla^:^arecida 
para la divisibilidad por 9 • Un n^mer^ ^s dl^^ por 9^ 
si y s61o,si la suma de los digit os de su^^j^eral decimal es 
divisible por 9, . " / - 

^ En secciones posteriores, al descomponer en ifac tores 

primos los ntinpieros^ ^se obtii^neft los JPactoreS 2^ 3, 6> 7, ^ 
^ . . .primQS . . • J en ese orden. El estudiante deber|i conocer, 
por lo tanto, las reglas de divisibilidad para 2^ 3^y 5, 
por lo menos* Las reglas para' 4, 9 y 25 son tambi^n de. 
ayud^ en otros casos* No hay una regla sencilla para la 
divisibilidad por 7 r * * 

Re^puestas al Con junto de p>roblemas 10- lb ; p^gina -248-249 : 

1. 'Los numerales 28, 128, 228, 528, 3028 todds tienen 28 
como Ciltimo par, de dfgitos. Cuatro es un factor de 28 
y de cada unT> de los otros niSmeros. Ninguno de los 
numeros 6, 106, 306, 806*6 2006 es divisible pOr cuatro* 
Ninguno de los ndmeros 1^, 118 6 5618 es divisible por 
cuatro, perq ambos 72 y 572 son divisibles por 4^ La 



regla esi _Si el iwMero representado por los feltimos dos* ^ 
digltps del ^i^eral as ^divisible per A* entonces el 
njSmero es divisible por 4, * 

t^^^sjiumerales 27, 207 , 2007, 72 , 702 y 270 son var:ios 
arreglos de los jaximeraies 2, Q^y 7%. Los n^mero^ repre- 
sentadi^s por ell'ps son todos diVisibles por , 3* La suma ' 
de 2 y 7 efe. divisible par 3/* 

Por otra pajrte,, 16, '106, 601, 61 y 1006 no son 
div:^^ibles por 3. Ni tampoco es la sdtaVde' 1 y ^ * 
^divisible por 3. Los n^Smeros 36, 306,^151, 315 y 513 . ^ 
soA diyisibles por 3 , e igualmente. lo es la suma de ; 
3 y 6. ObS6rvese que los dlgitos 1 y 5 reemplassan al 

dlgito 6 para sugerir que lo importante es la s\naa de los 
dlgi,tos. Los n^eros 5129 y 32122 no son divisiti;Les'' 

por 3. * / • 

' La primera mse, (222 + 33 + 5) 9 es divisible 
por 3, puesto que 3 es un factor de 9, La segunda 
frase, (2 + 3 + 5 + 8), es la suma de los dfgitos del 
ndmero original* Si arifbas f rases son divisibles por 3, 
entonces su svima es divisible por 3 • (Esto se muestra ; 

mils tarde en el tedfema, 10- 5b.) lEste es<el caso del 

« ^ ^ * 

nCiiaero 2358. ■ . . " . 

Para cualquier .njdmeffo entfero, la primera frase es 
siempre divisible por 3> guesto que siempre cdntiene un 
factor de 9* Asl, lla cuesti6n de la divisibilidad del 
ndmero descansa en 1^ divisibilidad ^e la segunda frase, 
De aquf que la regi&^pueda expresarsetv SiHta Suma de los 
dfgitos del numerO es divisible por 3, el niSmero mismo 
es divisible por 3^ , 
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i» Un ntSmero 'divisible por 9 divisible por 3| puesto que 
la preseneia de tin factor 9 eia un i^iilmero.*^^ el 
factoid 3 • Por /otro lado ^ la presjencia de \m factor 3 
no implica ia de un factor 9, ejemplo de un ntSmero 
que es divisible por 3, pero nt> p5ir 9^ ^es 12, 

4,. ISn ni$ttiegco e€ divisible por &eis, si a la vez as 

divi.sj.bre por 2,^y por 3, h\3imero es divisible por^ 2 V 
y por ^^;<s% el'Mtimo dlgito. del tiutderal es par y la 
^ sWa de los^^i^f^it^^^ d^ numeral es divisible por 1. , 
ISjempla: L^a suma de los d£gitos^ es 27. 

Veintisi^i^te ^s diviiible por 3/ ?1 tSltimo dfgito, 6, es 



pari ^Por lo tantd/6 es un factor de 156816. 
5- ta)^ >^3.^s un factor de 101,001 • Se utiliza la prueba 
vdf divisibilidad por '3* ^ 
(h) * 3 no es un factor de 37,199. Se utiliza la prueba 
^ '. J- l^^^de divisibilidad po^ 

'^^(cO 6 no es un factor de 151,821. Se utiliza la prueba ^ 
^4>Sr/ '' de divisibilidad por 2 

3 /.(d) 15 es un factor de 91,215. Se utilizan las pruebas 
/.y^r - de divisibilidad por 3 y por 5., ^ ' , 

j; i*. (e) 12 es un factor dfe 187,326,648. Se utilizaxi'^.as 
; ; V\ pruebas' de divisibilidad por 3 y por 4. 



10-^2* Ntjmeros. primos 

/El ob^eto de la*discusi6n que se desarrolla en la secci6n 
10-2 es de largo alcarice* Los estudiahtes a mgnudo reciben la 
impresidn de que 2- no. puede factorizarse , a pesar de 

que ^n par d,e sus factores es (x - •/^ 2)(x + sTl) . Tenemos^ 
por tanto, que destacar el conjunto de ndraeros sobre el cual ' 
los niineros se f actor izan. Si consideramos que - 2 es 
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un^linomio 'cuyas variables tieaen coef icientes enteros , 
totonces'x^ - 2 qo'puede factorizarse en polfnomios de este 
mismo tylpo. Pero si» consideraiaos que las vslriables en los 
fac tores' de - 2 tienen coeftcientes reales, entonces^ 

2 puede factorizarse^ dent^o del dominio de polinpmios . 
de este tipo. Por esta razdn queremos explicar detallada- 
mente' qug clase de factores necesitamos , no solamente en , 
este- capitulo, sino en capftulos Iposteriores. jr^ 
♦ . En este gapit^ulo, deseamos que los factores de ent;erds 
positivos sean enteros positives . ^Si. admitimos" los enteros 
negatives como factores, obtenemos los opuesttfs de los 
factores positivos. Esto aflade. poco a nuestro conocimiento 
de faetores o sobre ^esc'omponibilidad, * . * ^ 

Respuestas al Conjunto (ie problemas 10- 2a ; p^glnas 251-252: 

1. La ^'respuesta^' se da realmente en la p^gina 251 • EX 
/ primer ntSmero tachado al considerar todos los numero^\ 
que admiten n como f Actor comdn bb tT. T6mese 5, por 
eimp^b. Los miiltiplos de 5 son 2-5, 3 '5, 4*5, 5-5, 
6*5,.... • . • 

Los nnSlt'iplos 2-5 y 4-5 ya estin tach^idosf porque * 
cada'uno tiene a 2' como factor propio. " El mdltfplp 3*5 
ya estfi Xachado, por que tiene a 3 como factor ^ propio , 
Asi, el primer «w31ti|)lo de 5 a tachar es 5-5'6 5 . 

Para explicar por qu6 no hay ni3meros menores que o 
iguales a 100 a tachar cuando se, consider an los mtSltiplos 
•de 11, h^gase una lista de los mdltiplos de 11, asl4 
2-11, 3-11, 4-11, 5-11, 6-li, 7-11, 8-11, 9-11, 10-11, ^ 
\11*11, .... Entonces replta's,e. de nuevo el proceso de 
tachar para mostrar que el primer -niSmero a tachar tendria 
que.ser 11 •ll* . • 



En el pr<Jximo p^rrafo se da un razonami^nto general por. 

si hubiere aigunos s^lxamnos que deseen estudiarlo. 

V^os en la cribk que el primer nxSmero tachado por ser 

uh indltiplo del primo «p, es p^. si un entero positive 
2 ' . 

-menor p no es primo, debe, tener un factor primo menor 
que p; de modo que, ya habri sido tachado. Asl, pues, por 
ejemplo, el primer niSmeto fcachado por tener a 11 como 
factor serf a 121*; cualquier ndmero menor que 121 que no es 
primo "debe tener a 2, 3, 5 6 7 como factor. . P^i,f a ver esto, 
sea n •'un entero positlvo menor que ^p^, y que no' sea primo, 

^ (esto es, con-factdres propios) . En sfmbolos, 

2' ■ '' ' ■ 

i ab = n, 

donde amb<5% ^ 2L ^ son fa^tofes propios de n. Pero 
entonces 

^ • ab <p2. 

Si fuera cierto que ambos 

^ . • ' ■ 
, , ^ a fcp 

y h^p, - 
entonces, ab>i?*^, lo cual es una contradiccidn. Por tanto, 
al menos uno^ de los factores propios a ^ b de n debe 
ser m enor que p* "Pero entonces el menor de los factores 
primos de n es tambi^n menor que p^ y deberS haber Sido 
utilizado para *tachar n en la criba* 

Puesto que el conjunto de los enteros positlvos es infi- 
nito, no godemos hallar todos los ntSmeros primos mediante la 
criba de Eratdstenes . Es posible, sin embargo, determinar 
mediante este m^todo, todos lo^ ntSmefos primos menor es que 
Un entero positive "^ado . ElUSWero pjimo que sigue sl 97 
es 101. * , * . . 
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Respuestas al Con.junto de probletnas 10~£b; p^gina"^52; 

1. El mayor *de los n^imeros^^imos menores que 100 es 97. 
El mayor de los ntSmeros.prlm9s menorls que 200 as 199 . 
^El mayor de lo$ niSmeros primos menores que 300 es 293* 

2. El mayor de los* factor es propios primos de^niSmerps 
menores que 100 es 47 . 

, El mayor de los f actor es propios primos de niSmeros 
menores que 200 es 97. . - 

El mayor de los factores propios ^primes de ni5meros 
. menores que 300 es 149 . - ^ ' ' / 

3. El niSmero mayor que se necesita para tachar los niSmeros 
no primos menores que 200 es 13 . - 

El niinero mayor que se necesita para tachar los ni&ieros . 
no primos menores que 300 es 17 . 

10-3, Descomposicign en * factor es primes , 

En esta secci6n, estudiamos la descompo|ici6n de enteros 
en factor es pr|.mos. Es esencial que el estudiante ap'renda a 
determinar los factores .primos dfe un en^ero cualquiera, ,por- 
que utilizamos esta idea pata reduc'ir fracciones, hallar el 
mlnimo comiSn denomlnador de fracciones, y simpllficar radi- 
cales. La criba^de Erattfistenes proporciona un buen m^todo 
para obterier factores primos . 

Se hace menci6n de numeros primos y *de factorizaci6n 
linica en Studies in Mathematics , Vol* III,»p5ginas 4,3 - 4.5 

Espe^amos que el Conjunto de problemas 10^3a se trate en 
clase. * ^ 



Respuestas al Con 1 unto de problemas 10"3a ; pigina 253?": 

1. 84: 2, <^ a 42; ^2*» ^ » 21 j.' 3, ^ = 7; -7 es prlmo, 

84 » 2 X 2 X 3 X 7 * » . 

*16: 2,^= 8* 2, |»4; 2, | = 2, \ 

16 a 2 X 2 X 2 X 2 ' • 

37 es prime, * » * 

48 = 2 X 2 x' 2 X 2 X 3 , 

50 = 2 X 5 X 5 - • ' . ' . 

^ 18 = 2 X 3*x 3 ' '* 

96 = 2 X 2 X 2 X Yx,2 X 3 * • ' ' 

- 99 3 X 3 X 11 ^ ' , . ■ ^ 

78 - 2 X 3*x 13 ' . ■ • • ' 

12 =t 2 X 2 X 3 ' . . ^ * 

2* (a) 28 (o) 77 - (e)'49 

(b) 30 • (d) 5^ / . (n 36 _ 

P^gina 254 > Los^ejercicios 10-3l> ti^ne como fin la pr^lctica 
sobre las descomposiclones primas de enteros* Si el estu- 
diante puede expresar ^stas sin usar el m^todo aqul desarro- 
llado, tantp mejor. No hay ninguna ra^6n particular para 
que d^ba empezar con el prime m5s pequeilo y luego utilisar 
sucesivamente primes mayores^ pero tal procedimiento es 
sistem^tico^ . Se deber^n poijer* de manifiesto. las vent a j as 
del m€todOj pero el maestro no deberS insistir en su uso» 
^i los estudiantes epplean exponentes para expresar sus ' 
respuestaS) tanto mejor; pero si a los estudiantes no se 
les ocurr^, el maestro deberi[ evitarlos por ahora. Las 
expresiones largas obtfenidas justificar^n el uso de expo- 
nentes en una secci<5n ulterior* . ' 

Sfuponiendo. que practi^amente todos lbs estudiantes 
aplicariin el procedimiento sistem^tico a la factt>rizaci<3n 
prima J hay que cerciorarse de lo siguiente: J 
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1« 51» estu^ante debera usar las reglas de divisibilidad 
^ por 2, 3 y 5 al memos. 

2. El estudinifte deberfi saber cu5ndo puede detenerse. ^ 



Ejemplor 202 
... - 101 
' • 1 



^2 1+0+1 
101 101 



no es divisible per 3. 
no es divisible por 5. 



101^143, 
7 7 



Debugs de trat'ar de dividir'por 7, se b^i terminado, puesto 
que 101 es menor que 121, siendo este iSltfmo ndmero el 
primer .nwSltiplo de 11 que no estii ya tachado,' 

Respuestas al Conjunto > de problemas 10-3b ; pjtglnas 255-256: 



1. 



El menor factor primo de 115 es 5, puesto que 115 no es 
par y 1 + 1 + 5 no es dfivisible ptj|r 3 . 

135: imparj 1 + 3 + 5 = 9 ; 3 es el menor de" los factores 
primos • 

321: impar; 3 + 2+l*=6;3 es el menor de los factores 

pritnos. « - 

484: 2 es el menor de los factores* primos, puesto que 2 

es un factor de A. * 
539: impar; 5 + 3 + 9 no es divisible por 3; el dltimo 
dfgito no es ni 5 ni 0; 

77; por lo tanto, es divisible par 7. 



539 
7 



143: 2, 3, 5, 7 fallan; 11 es un factor de 143. 



/ 



7 
1 



2 
7 



98 = 2x7x7 



432 
216 
108 
54 
27 
9 
3 
■ 1 



2 
2 
2 

3 
3 
3 



1^32 a 2x2x2x2x3x3x3 



24 



258 

129 
43 

I 



2 5\io es un factor^ puesto que el dfgito de las 
unidades no es ni 5 nl 0. 

43 No necefeitamos tratar el 7 , puesto que * • • 
7^ » 49. 258 « 2x3x43. ' , 



/ 625 - 5x5x5x5 *. 0 

^180 2k2j^3x3x5 ' * . 
1024 - 2x2Xgx2x2X2x2x2x2X2 , 
378 - 2x3x3x3xr , . ^ 

72^ = 3x3x3x3x3x3 '*/ 

Evftese el uso de exponentes a menos que los estu- 
diantes los pidaa o los exijan. Utili'zaremos el deseo. 
de abreviar la es.critura de factores como justificacidn 
para usar exponentes eii una seccidn" ulterior , - 
825 = 3x5x5x11 ' 
576 » 2x2x2x2x2x2x3x3 

1098 » 2x3x3x61 , 
Despu^s de dividir por los 3^ se rechaza el 5 por 
la regla de divisibilidad, y el 7 ensayando directa- 
xnente,^ Entonces 61 es Qrimo, porque 61 < 121, que es 
el primer ndmero con el cual se ensaya el 11.- 
3375 « 3x3x3x5x5x5 
3740 - 2x2x5x11x17 

1311 -'3x19x23 (Puesto" que 437 est^ cerca .de (20)^, 
debemos tratar todos los primos hasta 19 inclusive.) 
5922 = *2x3x3x7x4r . - . 

loop - 2x2x2x2x3x3x7 . ^ 

5005 - 5x7x11x13 

444 - 2x2x3x37 ' . * * 

'5159 » 7X11x67; 67 debe set: primoj puesto que hemes 
eli^minado todos los factores primos menotefe que 11, y 
67 < 121. 

1455 » 3x5x97; 7* f alia y 97 < 121. 
2324 - 2x2x7x83; 7 falla y 83^121. ^ 
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^ La d«Q0strfeci6n d^'^este teorema de "la ^*factoriza.ci6n 

tSnica^' sobrepasa el nivel de lo qua los estudiarites . • ' 
pueden actxialmente entender • \ Una- ayuda para conVericer , 
al estudiante quiz^st^fuera^^pezar .cAi un ndmero como ^ 

'^72, y descompqnjBrio «a factijjjjt 
* 24 X '3, 9'xJ5, 2V 2 X d x llF^/i x l^T^y entonces V 
cc^ntinuat la factor iz^cidn de x\3 y 9 x 8 y 6 x 12, 
ha6ta qcre s61:o ;quedairan fjeictorjes'^rimds*. Se obtendr^n . . 
1<SS mtsmos' tree facjorejs' 2:'y do% f actcHjres- 3 , jap importa 
cdmo se haga XnQ .siempre *en eVmismo b'rden, deisde luego, 
pero las propiedades asociativa y conmutatiya nos per^ 
mxten jponerlos en. ci^lquier orden) * El hecho es qvie 

^ 72 s^"compone" de tres^factoxes 2 y dos factores 3, y* 
esta estructuta persiste de cualquier modo que se 
empiece y proceda en la factorizacidn de 72, Si * 
Intereaa^ una demos tracidn formal de la propiedad de 
factorizaci6n.tSnica de los enter o*s positives se puede en^- 

contrar en el libro de Couraat & Robblns» What is • » 
Mathematics . Oxford. 1941, J»4gina 23. 

10-4 . ^ Suma ^ resta de fracciones 

<iueremos aplicar la f actorizacidn '^rima de entetf os al • 
problema de hallar el minimo comiine mtSltiplo de los dencrati- 
nadores. No deseamos^ sin embargo, adhesidn ciega al m^todo 
desarrolladoj pero si deseamos dar al estudiante %i^maner a 
sistem5tica^de abor^ar el" pro^blema* Por ejemplo, si al • 
estudiante se le pidiepa que sumara las fracciones^ + ^, ^ ' 
el miiiimcJ comiSn denominador puede determinarse r^pidamente 
por inspecci6n, y el estudiante debe hacerlo en esta forma. 
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Pero si al estudiante se le pide que sttme' ^ + — puede ' 
no ser' ^^cil deYerminar por inspecci6n el mjCj^iinio comiSn 
d^ominador. pntonces, por descocaposlcldn en factiores* ^ 
primes j^se • obtiene 

57 - 3-19, * 
: • - SS - 5*19, 

y al minitno com^n 4enominador es 5 ♦3* 19.^ 

Es'uiia buena t^cnica^ aqu£ y en ulteribres cuestiones 
sobre actor izacidn^ dej^ar las expresioxies en forma f actori^* 
zada tanto como sea posiblej porque los factores indican la 
estr^(cttira de^la expresidn, la cu^al se olvida al'no hacerlo 
asl* En el ejempld anterior, una vez que las fracciones ' ^ 
tlilben un dieaiom^nador comdn, los numeradores, pdr supuesto, 
fueron xnultlplitados y <iombinados ; pero, como ^ vi6, fue 
ventaloso deiar el denominador en foma factorizada hasta 
el final* Entonces sabemos que no se puede simpllficar la 
-fraccidn a menos que el riumerador tehga como factor a uno de 
los factores del denominador* 

Respuestas . al Con junto de problemas 10r4; p4ginas 258-259: 

1 " f^\^ 2 1 2 . 1 5 . 3 03' * 

•9+15 »^ +JS7^ = "jr^rf + "JT^I = " 

f>»\ 3 ^ 3 4 3 5 ^ .2 7 1 

TIT - "35 " 3^ " "^T T " W?" " 

/„V J- ^ ^ 1 .4 1 13 . » ,2*3 11 

Jl.-1^ 1 . 3 1 3 . 3^ 5 ^ 18 6 

M6tes^^ que despu& que se ban amado los numera- ^ 
^te^es, s61q se necei^ita comprobar 18, para la divisi- 
bilidad por 3, 5^ 17/ ' ^ * . - 
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(f) 20 . 7 -SO 7 - -100 - 21 -121 121 

N6tese que 121 11 y 11 no es un factor del 

denpminadorj asf que laf fracci6n no puede ser ifedu-"^ 

clda* X . 



^ (g) .^JL 3 5. 3 - 65 - 9 56 8 

, . • . 56 " • 

La fraccidn P^ede ser reducida sola- 

mente si 3, 7 6 13 son factor es de 56* 

■ ■' • • , ■ * 

fu\ 3x^tS^ 3k . 5^. 27x + lOx 37x 

/^\ 1 > 3 2 * 3. 3^ 2 30 + 27 - 8 J|9l ] 

(i) ^ +^ •^ + •5;^- -573^ » §.5.313.5 

3k ^ 2k k 3k ; 2k - k >• 
(J) IS +^ - 5:5 "^^^ -^.2.5*7 

. . = Vb^S e''y^^ » 1^ ' (99 noes divisible por 2, 5, 

* fm 805x - 6 ^ - 

C^) —TO • . ' , . 

/x 8 13 8 13 64 . 65 

2. '(a) -f^ < -gif » -3^5 < '§»^.|.3 » 2.^.^.3.5 < ^.§,§.3.5^ 'Clerto. 



■3l<-5f» ^<W' yalso (no^ij necesario factorizar 
,-.v 1^ V 6 1» , 6 2.7 . 2-3 2 .2 Tj-iao 

3.* (a) 4 : 

1*13 2 1 
? - ^ ==-5 -,-5 , 

« .T < * PO^q^^ 7 > 6 ( si a > b , y a > 0 y 
, ^b > o,eitonces i < ^ .) 



ERIC 



2'S 



330 



•(b) TJ- - 3.3^3«5 I ^ r 

' 7 ^ 7 35 [ ,«s£, -53. >^.. 

^ " "Fa^ " 3-9-3.5; (Si a > b, 3j a > 0, y 

(o) .3I > , porque > ^ b> 0,ent<iaes i < 

4. (a) > ^ , > 4 asf,^ > ^-^^/de^^aSS^r" 



asl, ^ < 

1 ^ Q 3^3 3 * ' *^ 

Por, tanto,^ » ^ . ^ " 

rA \ 1 J. i 1 •« 26 130 

^ " 11 1 1^^? - 12 131 ^ ' 

5« No h£iy enfoque alg^braico« Lo que deseamos es un / 
niSmero que tenga el factor propio m^s grande posible^ 
Por inspecci6n, decidihios 4^e 2 x 47 * 94 serviri[j porque 
ei mayor primo proximo es 53, y 2 x 53 es dema^lado 
grande- Asf, Juan y Roberto pudieron pedir.94 + 47 *« 141 
centavos. 

6. 97 m^s su mayor .factor primo 97'> es 194 centavos. 

*7. i.6oo,= 200; par lo tanto, 200 + de cualquier catitidad es 
■ ^ mejor. J' 

200 + (700) ?. |(700) , 
• 200 200 + i§2:, ^ 

. 200 + :^ >' 200 

Por consiguiente, $200 + de las yentas es mejor. 
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. , — ^ ; -200 + ? 4§22 , „ ♦ 

' ' - • . 1 ' ■ ■ • . ■ 

En consecuencxa, -^ 'cle las ventas es mejor. 

Si 3US ventas asclenden a s d61ares, eiitonces 

2^X)0 + s » 4s 
2400 » 3s 

. 800 13 ^ - . 

• ■ , ■ » ~ . If 

Sus ventas deben se?: $800. ^ ^ 

^0*5 • Algunas propiedades de los factores 

V, En esta seccl6n,se presenta otra aplicacidn de la* 

descomposlcl6n de enteros en factores primos. Determinense 
dos factores de^ 72 con la prapiedad de que su suma s^a 22* 
Esto puede parecer al estudiante un simple juego, pero con 
ello tenemos un prop<5sitQ serio, ^Este es el tipo de 
reflexldn que se hace tfjsfactortzar el polincmiio cuadr5tico 

X i2x + 72 . No si^lamente ser5 itlX la desccmposicidn de 
enteros en factores primos luego al factorizar polinomips^ 
slno q\xe tamblSni nos dar^ la pauta para desarrol).ar las pro- 
piedades de los polinomios^ El estudiante ver^ que cuales- 
quiera* que sean las propiedades que descubra para los 
enteros , an^logas propiedades para los polinomios se descu- 
brir&x en el Capftulo 12 • - . 

^ Hay dos teoremas en los cuales basamos un estudio siste«- 
mStlco de la divisibilidad de enteros « Estos teoremas son : 
10-5c, Para enteros positives a, b ^ c, si a es un 
d^actor^de b, a no es ujci factor de (tH-c), 
entonces a no es un factor de c. 
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.10-5d. Para enteros po&itivos ^^^^^ a es un 

factor de y a es un factor de (bfc), entonces 
a es un factor de c* " ^ . 

El^ teorema 10- 5a se introdiice para dar al estudiante la 
idea de demostrar teoremas eobre factdres* El teorema X0-5b 
es la generalizacidn del teorema lO-Sa^ y se necesita en la 
demos tracidn del teoraaa 10-5c, Las pruebas de los teorema^ 
10-5b y 10- 5d se del an como ejerciciois, as£ que se encuentran 
en las Respuestas al Cpnjuntb de problemas 10-5^ ejercicios 
7 y 8- ' ^ 

Apliquemos los teorenas 10-5c y 10- 5d al problema d^ ^ 
encontrar dos fac tores de 72 cuya suma sea 22* La factori- 
zacifin prima de 72 es 2x2x2x3x3 . Si b ^ c representan f ac- 
tores de 72, observamos que b c deben teiier una factori- 
zaci6n prima compuesta de fActores 2 y fac tores 3-^ La ' 
pregunta es: "iDeber^n entrar todois los 2 en b, o deberfin 
repartirse entre^ h x <^-^' El teorema 10-5d contesta esta , 
pregunta. Dice: ^*Si 2 es un factor de b, y 2 es factor ^ 
de (b+c), entonces ^2 es un factor de c"* Aqu£ la clave es la 
suma. 22. Puesto que 2 es un factor de 22, los •factores 2f 
deben repartirse • El teorema 10-5c nos dice que no siendo 
3 un factor de 22, 3 no es un factor de c <6 b). Esto es, 
los factor es 3 no e,st5n repartidos, y deben entrar todos en 
un f|ictor. Por lo tanto, tenemos las siguientes "posibili- 
dades: ' » , < , v - • 

2x2. 2x3x3 
2x2x3x3 , 2- 

Pero ,2 X 2. x 3 x 3 es ya**mayor que 22; luego, e§ta posibili- 

» 

dad est5 eliminada* Si el problema tiene una soluci^n, los 
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f actores *requeridos deben ser 2 x.2 y 2 x 3 x 3. Estos son 

los factoyes 4 y 18, y su suma 'es.22. 

Al^unos maestros encuentran ^til el uso de vm esquema * 
tal cmo el siguiente paica ayudar a los estudiantes a visuali- 
zar los^factores que entran y los lugares que deben ocupar: 

, 72 « 2x2x2x3x3 • " 

' \ )•+ ( y- 22. 
Los f actor es de 72 que tenemos a la vipta deben distribulrse 
en los dos espacios vacfos para obtener un enunciado cierto. 

* ^ \ ' * ^ 

El tratar de poner todos Ids factores 3 en un espacio y 
repartfr los factores 2 en los dos\espacios ayuda a decldlr 
la matiera de hacer la distribucidn. . ' 

Respuestas al Conjiinto de problema^ 10~5 ; pSginas 262-264: 

1. 12 » 2x2x3 J . 

(2x3) + (2) = a. Los factores 2 se reparten, para una 

suma par, por el teorema 10-5d,; 
Los niSmer0s son J6 y 2. 
(2x2) + (3) = 

(2x2x3) + (1) 

Los niSmeros son 4 y 3 , 6 12 y 1 . 

2. 36 « 2x2x3x3 
(3x2x2) --H (3) - 15 ,V 

Los factbres 3 se- reparten, en virtud de>>flLa>' 
divisibilidad gor 3, por el t&orema ib0-5d. 

* * Los factoyes 2 enttan juntos > en virtud de la .no' 

divisibilidad porv2^ por ^1 teoremr-ip-5c. ^ 

^ * Los ni^meros son 12 y 3» ^ ' ^ 



7 1 

= 13 i 



Los factores 2 entran iuntps, para 
^ una suma impar, por el^teorema 10-5c . 




f » 

y > 
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(2x3x3) -i-^ca) • 20 

Los factores 2 se reparten, en, virtud de la 
, d3.vlsibilidad por 2» Ipor el teoirenia 10-.5d . 

. ^ Los factores .3' OTitran juntos,, en, virtud.de ^ 
AO divisibiXidad por 3*, por el teorema 10-5c . 
Los mimj^ros son IB y 2. ' 

<2x2) + <3x3) ^13 ^ 

Los ;£actores'2 en tran juntos, debido a la no. .. 
divisibilidad por 2, por el teorema 10-5c. 
' l*os faetores 3 strati juikos; debfdo a la no 
divisibilidad por,3, por el teorema 10-5c# 

Lbs ni^eros son 4 y 9* 

, 150 = 2x3x5x5 . . * 

(a) Con un factor 2 es Imposible obtener una suma par* 

(b) * (5X3) +'(5x2) - 25 ^ ' . 

• , < ' ■ ' ' ' ■ * ' • '• 

><5x3x2) + (5) » 35 ■ 
hos ndmeros son 15 y 10, 6 30 y 5. t 

^ ^ (5&<5x;2x3) 4- (1) - 151 
(5x5x2) + (3) « 53 

(5x5x3) + (2)'« 77 . 
|5X5) + (3x2) « 31 . ; . 

Los ntSmeros son 150 y 1, 50 y 3, -75 y 2, 6 25 y 6. 
18 » 2x3x3 

(3x2) + 3 » 9 " ' 

Los niSmeros son 6 y 3* ^ 
(3x3) + 2 11 
Los ndmeros son 9 y 2. . 
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5^ (si) 288,- a<2x2x2^2x3x3 . 
C3><ic2)' + (2x2x2k2) - 18 + 16 « 3^ 

<b) 972 « 2x2x3x3x3k3>c3 
' (2X2) -K C3>t3>bx3x3)^- 4 + 243 « ^7 

(c) 216 «t 2x2x2x3x3x3 • 
(2x2x2x3x3x3) + 1 « 216 + 1 =, 217 

(d) 330 « 2x3x5x11 

/ f3x5) +' (2)pa). « 15 + 22 . 37 . . 

(e) 500 « 2x2x5)^5x5 . . 
-^(2X5x^5) -f 2 « 252 - 

C6mo;.estf^ es el dnico arre^lo poslble que da 

una sxma par que no es un mV^tlplo ddv 5, y 'slendo 

252 ^ 62, el prQbleiaa no tlene ^solucidn. 



(f) 270 » 2x3x3x3x5 

(3X3) + (2x3x5) =» 9 + 30 =. 39 



6. Si el perfmetro de van rectlingalt) es 68 ples^ entonces la 
sxima del largo y el ancho es 34 pies. El producto del 
'f'^^rgo por el ancho es 225 pies cuadrados. Asf,' pues, 
necesltamos dos fac tores de 225 cuya suma sea 34. 
225 » 3x3x5x5 

(3x3) +^(5x5) = 9 + 25 « 34 . * , 

El largo del terreno es 25 pies; el ancho es 9 pies. 

7* Si a, c son enter os positives^ a es un factor de b, 

a es^ un factor de c,* entonces a es im factor de 

<b + c). . ^ ^ 

Demos tracifin: b + c « ap + aq, donde .p 2 ^ ^^^^ enter^os, 

- * por definicidn de factor* 

. ^ ^ , » a(p + q) , "por la prop^iedad distri- 

bCttiva* 

Puesto que p + q es uil entero, a es un factor de (b + c), 



34 



8. Pafca enterdfi politivos a','b>;2'^'c^'^si-^ a^^^ies^^ factor de 
b, 2 a es un factor de <bfJ*?;B|^;i? Batepnees'^Pa (e^ un' 
' ■'facto?: deTdw.- t^:/- ^- . 

DemQStraci6n : a'p «^ + c,V^ORd,^xpx?;es |U©ienl:©ro, 



V jpue4^>'a.€eS..9tt . factor de 

y atg » h. _ dond^ ^es vi^)entero, por- 

que a es un factor.de b. 

Por lo' tanto, a«Pf" a^q + c,,. > , v;^:v'- , 

ap + (-aq) ■ c Propiedad aditlva de la igualdad • 

aiP V.("^q)j ,",C-. ' Propiedad distributiva, , • 
• 'rj-rfj, :"\^ , t^v"V:*MlT:iUD fit- :-,§ .-.fi --jup -ih^ .•■.•■»^'« -^^Tixj 

. Puesto. que el conjunto de los entero^ tiend^ 
defclausura respecto de la suma, 
^p + (-q)l es un entero. ■* * ^* 

Por.lp tanto,. 'a "esun factor Me e."*^ 
,v 9, .r..P9|:a.e^}.H^$9reI0aeJ0r5b:a:.p99§1;o^^q^^ y -esrun^f^tOH de-: 
; ambqs, 3y ; e yf, ep w factor. de,3y,^ y^. , ,trai^^i^^ se 
f pud9,,^abeir, adf) a^a py^piedad dis^|;ibu^iva,;p«n:er destacar 

10. Por el teorema 10-5d, si 3 es un factor de 6, y, 3 es un 
^factor d^ 6 + 4x, entonces 3 es un factor de 4x. 3 
. es un factor de % para cualquier valpr- de k que sea 
un m^Sltiplo de 3. 
^ 11 . ' SI • x' es el niSmero de ac era s~ die ti'ejida s ^ 2 ' ' ^ ' 
• , v r ^eg-i ei ixtiinero de »aceras d6 ia^aas-, -entonCesX 
50x + 150y es eyndmerp de centavos gaiwadosi ' 
, ' - • Puesto q\je 3 -fes un factoi? de ISOy^ j^. d^seamos <pie 3 sea 
" : ^ ' un factor de-50x + ISOy, entonces 3 debe ser un 
factor deSOxjpor el tfeorema 10- 5b. Esto ser5 
cierto si x es un miSltiplo de 3. , 
.>il. • :50x + ISby 't" 50 (x + Sy^^" ' ' ' ' • ' 

PuestQ que -2 divide a 50 y 4 debe dividir a la expre- 
si6n- 50 (x + 3y) , tenemos que escoger valores pares de 
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£'^'^3y ' k*' ^ 3y' debe ser par^ puesto 

que Ik sutna de.dos ntSmeros pare^ es par* Esto es exert 
cuando y es patV 'Si ^^ x'^ es itopar^^ entonces .3y debe 

f>^erst^^^iieKla^s\iDad W dti^'^Mmdfos impares es ^ 
par* 3y es impar cuando y:tiQ^i±axpw^i>n^^^^l^x lo tanto^ 
si los niilos acept^^ tgp ^-^p^i^^p.^^ de empleos de tiendas, 

tienen que aceptar un ndmersO parade empleo<6 de casas* 

b«;b'>iqcriq e,P,l Tt;q ^iKi ^^IJid^ ,^ ^t^ 

si aceptan un nCimero impar de empleos de tiendas/ tieneti 
que aceptar n^ero impar de empleos da casas . 
Este conjunto de preguntas, tiene la intenci^ de dar m^s 
sigi^if icacidn ^a lo^^^teq^^ma^ 

a.1 estudiante en la consiideracidn de algunos casps 
' pkrticulares • En la parte (h) ^ aunque 3 un factor 
de 135, este dato no "se deduce" de la informaci6n dada* 

(a) Si . / . - ^"^'''C^). Si^ \ . 

•(br "No'^' ' • ' ■ U) S£ . ^, . , 

(^) Sf / ' - No . 

^,<^a), Pyi^^tp qpe ' s ^s.^un factor de b^ '2-' i>^-^s un factor 
N ^ detc^ existen 6ntero8 n ^ m taies que . ^ 

v.- an -^-b 2 bm - ci .-xi t^) 
Multiplicando lojs miembros ^e* la* primeta igualdad * 

porCmy tenemos \»* vr.. i t.*^*^ 

* 

/ - (an)m « bm, 

y teniAido eri cuent^ i.a segunda Tgualdadf resulta 

(an)m = c * 

Por la propiedad asociativa de la multiplicaci^a^ 
^ a(nm) v= c» 

De este ^ftodo, puesto que tm es un entero, por 1^ 
propiedad de clausura, a • es un factor de c. 
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- <b) Puestp que a es un factor de b, <^ es^ tan factor 
* de d, , listen enter os n y m t^les que 

« b . y on « d * * 
Por tanto^ (an)(cm) (bd) son ncmibres para el 
. mismo producto: ^ 
, , " (an) (cm) « bd ^ 

>^ / ac(nm) * bd, por las propledades aso- ^ 

\ . ciativa y conmutativa * 

Asl, puesto que nm es un entero^ ac -es un factor 
4e bd* ^ 

(c) es un caso especial de (b). 

(d) a es un factor de b^, existe un entero n tal 
que . ^ 

2, 2 

^ntonces (an) y b son nombres para el mismo 
— producto • 

Estp es, ^ 

. aV-b2. • • 

De este modo, -puesto que es^un , entero, por la^ ^ 
propiedad de clausura, a^ es uir^factor de b^* 
14. (a) TeoremaXc) -(d) Teorema tc) * ' 

(b) Teorema (a) " ' (e) Teorema (c) 

(c) Teorema (c) • (f) Teorema (b) 

10*6, J ntroducci6n de los ^ exponentes^ 

Si los estvidiantes no ban prerguntadd^ ya por una manera 

mils cDrta de escribir ^2x2x2x2x2x3x3, introduclmos ahora 

: ^ . - , :» ^ .V 

la notaci6n exponencial* En la. definicidn de ' \ \ 

a'^ = a X a X a X .\ , X a* * 

n factores > 
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t&igase la precauci^n de decir, ^'a tomada'como factor n 
veces," y no multiplioada por si mlsma n veces". Consi- 
^d^rese el significado, de cada una de estas f rases: 'Dos 
. tornado como factor 3 veces significa 2*2*2^ o sea, ^8. Dos x 
muitijlicado por si mlsoao 3 veces significa • * 
2*2 » 4, - 2 multipltcado por 2 una ve2, ' » . 
4'2 « 8, ' ' multiplicado por 2 dos veces, " 
8*2 16, inultiplicado por 2 tres veces, o sea, 

Evidentemente, decir "multiplicado, por si mismo" puede 
producir confusion. 

Respuestas al Con junto de problemas 10-6a ; p^gina 266 : 

1. '25 pulgadas cuadradas. . 

Las palatras "cuadrado'! y "cubo'| se originaron con el 
uso de estas operaciones para obtener" respectivamente las 
^* areas de cuadrados y los voldmenes de cubos • * * 

2-. ^ 60 « 2^-3«5i QO » 2^'5i ^8 - a'^-S; 128 » a'^j 

81 » 49 « 7^;kl es primo; 32 » 2^| 15 « 3-5r 27 f 

29 es primo; 56 « 2^»7j 96 = 2^.31 243 = 3^j 432 « 2^«3^j 
512 = 2^; 576 = 2^»3^j 625 = 5^J 768 » -2^.31 686 »<2»7f 

3. n debe seruri enter o positivo; a puede ser cualquier 
ndmero real. 

*4. Hemos utilizado este ejemplo antes, con notaci6n dife-^ 
rente, en el Capltulo 3, para mostrar una operaci6n no 

conmutativa. No ^s c^erto, en general, que - b^. 
DespuSs que los estudiantes se hayan dado cuenta-de esto, 

ser la .diver tido pedirles que busquen dos enteros positivos 
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trasciend§jeijft3Ffi;^eRt$..jWS«!wr:L-!r >i>v> i i q,? j i 

, -:Mn8^^^^^^^n Mih'tf9^M^?r"^^ si (ah;^ fuera igual 
,av.:a'' ^'r. lsto,{(de.nnev<?;.!no. es ciei- to en- general, como 
.-.loodemostrrarii un.iejemp^Iou 1 J i i ;: , r^i - * 8 

La iSnica prdpiedad que 'se mantiene v51ida para 
■ eJtponetttes. es 4«e Ik- expott6ntiaci6n 'es\diSttlbuti^^^^ 
respecto de la multiplicaci^n; estb^^'eSVi^ue 

><ab)fi ! ?«- a*^ •-Ji.^il HCIs:afiki&aa*?i>rB£«iMparnos-^^ 
logfa, particularmente en vislia ;dei.que..nu^caMheaios. i 
. tejaidQ-.eutdado- en= llaraar a ^a- ley distrdbutiva^^habitual, 
;?.eyi4ist?iby$;ii?fSc4e,.l^.>mul|:iplie9qi<5n..irespectO'de la 
suma.... . ,Vm di^4ftwl£ed..q»e 4ienen.: Ips es tudiantes con 
exponentes es que menudo suponeh una ley ficticia que 
tiistribtiye la exponenciacl6h respecto' de la^ suma^; no es 
•cierto 'que "(a' b)^."' a*^ + b^*. ' Ni "tatnpoco e/ cYertq que 

a^a^ = ax . < ^ 

• . . . . >., J. .... 

- ■ El resultadb generai ' ' \ ^ ^ - • • 

^nig^n + n ^ 

puede considei^arse" como* uria'-'coris^ ai'rectf de la 

def inici6n de exponentes . Puesto que 'decidimos 'abreviar 

' ' ' = a»a*a * -a (p 'factot^eaj ' \ • *• 

con aP, podeaios insertar par^ntesis arbitrariamente 
(por la' ^oipiedad asociativa de la multiplicacidji) para 
escribir * 

factbr es n factores 

(a-a a)/ (a -a •••a), p factores. 

3<r' 



Kespuestas al ConiUritp de pfoblJemas lO^b ; p5ginas 267-268: ^ 

(e) 2V ti^ "2^^ + ^: ' 

\ (f) ^37a^'^' W}^^ ."^^^^^^^ * : 

(g) ' s^^^(p^ ; 

4. 2. cllviCle a ^,„2; ,^41yike a.*2^, por tanto,2 debe dividir a 
/ '3'^*por^el t^orema .10-59 . EbuLso 

5. Valso 2^.3^ - 6^ «• : 

6. F«also ^\^j^&r^_ 



i^.-(,>g^ + #ii,;A2^(l -+'''1) * •pr^pied^d''Mis&lbi^^^ ' ' 



8, Ciertos p 

9. y + 3^ = 3^(1 + 1) Pro^^edad disfributiva 

-ao».CieBt<? ixr 3apc^)ifidad distributiva,' 3^ + 3^ + 3^. = 
^ 3 \ I * 



,8, Ciertos par la propiedad' distributiva, 2^ + 2^ » 2^(3,. + l) » 2^, 
,3 . ^3 . 33^ 

3^*2 
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11. ' False; 4^ + 4^ + 4^ » 4^(1 + 1 + 1) - 4^.3.y 

12. , Cierto; por la propteaadjiiistrlbutiva, 4^*1- 4^ + 4^ + 4^ 
• 4^<H:*1 + 1 + 1) » 4^. * . 

lios problemas 7-12 ilustrah un resultado general. - 
concerniente a las potenclas de en teres, a saber,. 
' n ~ 1 n 

a 'a = a J Los estudlantes posiblemente podrSn 

•descubrir esto por si mismos cuando noteh que 
4^ + 4? + 4^ + 4^ 4-43. 

^^•-(a/2^(22 + 2) « 2^(2,+i) » 2^.3 

(b) x2(2x3 + x^)" 2x5 + A - " ' . . 

(c) 2x^(2x^ . 4x^) „ 4x5 . 8x^ ' • 

(d) -aa'^O^a^ * 3V) . .|V ^ 3V , 

' (^) (§^-+2a3)(a-a2).|a2+j2a3)a.+ (a2 + 2a3)(^^^^^ 
. . * « a^+ 2a^ - a^ - 2a5 

, ' - ^ ar - 2a^ 

, ' . . , . ■ , , «> 

•>► ' , • ■ " 

10^. Otras proptedades de los exponentes ... 

; ' . ^ ' ' . ■ ' 

Necesitramos d^ostrar, la posibilida4 de generalizar las 

X reglas paxj| simplificar fracclones que cpntieaeo potencia^s^ 
' pero no es preclso hacer hincapi€ en ellas* . Se debe esti- 

mular al estudiante a pensar sobre la base de la deftnicidn* 

?or ejemplo: • \^ ' , ^ 

. ^ > * 3 ; 

^ . JOT 

• El esttj^dlante deberfa razonar : **H^y un factor x en el 
* *numerador y do9 en el j;lenomlnador ; esto es ^lo mlsmo que un 

solo factor^ X en el demomlnador. porque ^ » 1. Hay tres 



factored y en* el nximeradpr y dos en el denominador ; esto es 
lo'mljSjoio que^uix factor, y en el numerador, puesto que 

J!W « 1. Evltese el use de la pal^bra ^'cancelar'% pero no^se 

trate como una "palabra i mpropia"^ si precede de un estu- 
dlante« Sljnplaoaente exf jase del estudlante que explique'su^ 
uso de ta^l palabra mediante la prapiedad> jS - (a ^ 0) . 
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Respuastas al Con junto de pgoblemas 10-7a ^ p^ginas 270-271:' 



1. 


(a) 2 


(e) 


2* 


-16 






Mi" 


(f) 


1 


1 

o 






(c) 1, 

* * * 


< 


1 

2^ 


1 

O 






(d) r*^) *« *w 




♦ 2 


2 




2. 


(a) a^ ' 


m 


(c) 


1 




3. 


(a) Tf- 


(b) '3b^ 


(c) 


1 




4. 




(b) a^b^c^ 


(c) 


2^3 


I D C 


5. 




25xr 




(c) 






(a) < 






(c) 


36a 
7b 


7. 


/ \ 6 
X y 






(c) 


HaV 


8. 


False, V ^ 










9. 


216 y o 
False • ^ •^T* 











10, Gierto. || - 

11» Cierto, ■ w ' ? - 1 

la. . Cierto 



3^4 



- 13. El Vfecfpifoco da eero no un nomerd. • . 

Bjiginas 271" 27 2 . Ned^si tamos exponentes negatives m5s ade- 
lante para escribir niamerales en forma habitual." -Estudiando 
If Pftrte izqnier.d^.;d© ,1a t#tll»4 .y .l^enaQ^Q' la jxa^cifee d^eoba 

' Wdiiiife Vllc^^^ 
estudiantes pueden contestar preguntas acerca de a", a" , y 

hasta ahpra; pero , % si. de-f inimos 2^ como nombre 4jBl(^fsm(^ . 
ntSmero 1, y si defl^igios 2"? c<mo nombre del mi^oin^bero 
1_ , entonqes 2^ ^ .^"3 oKtieneix sentido en t6tmino| ^ de 

sfmbplos anteriorme»t^ djpf ijaidos . Asf,^ si ^efiij:bnpf i ^ 



a^ - X y a"^ « ~, pajqa a ^ O x n en^ero posi^ivt?,, ) enton- 
ces la ilij^ica regla nec^saria pa.r^ la divisi6n es ^ --^ ^ a*"*^ 
Si los estjadiiantes ^nct^en^^^ ^u^ nuestras razone^ np son 
* convincentes para defin^r los exponentes negativos y cere en 
la forma qvie lo liicimos, pdEdaS&eles( cjue complete^^laf^tabl^- 
'siguiente: 
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Respuesttfs al Conjunto jde problemas - lO-'yb ? p^gjLnas 274-275: 

(it) V £- ^^ 4^) • * ^- . 

. (a) 3^ , . (h) 10^ ; . 

^ 3 * 



" (c) 9.3, X loV es otro nombre para 93, 000, 000.,^^ 
(c) a^ +'9 



o — ^ 
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(a) 6 (c) ^-8 *:« (e) V ^ (g) 9 

(b) -.2 (d) 14 (f) -3 ; (h) -2 

El problems 5 ensefia algo que puede ser dtil al estu- 
dia^ite cuando~Tlegue a la secci6n 11-5 sobre ralces 
cuadradas, ' * . * 

Si, n es un eatero positivo, y a 0, entonces a'**- ~it. 
Demos tracidn: ^ * * 

sT^ « i-v Definicidn ^ 
a" 

a". a"" a. a*^' ^ * Propiedad multipllcativa de la 

^ a^ igualdad \ . 

g^.g^c-n ^ ^ Definioi6n"cle recfproco 

Asl, a es el inverse multiplicativo de a"^. 
Hemos demostrado que: * 

v«y « •a « a , donde in, n son enteros positives., y 

(^I « a ^ doijde m, ji son enteros positivos. 

Para dar significado a a ^cuando m<n, hemos defl- 
nidp 

-n 1 , ^ 

^ a. * ^9 donde n es un entero positive* 

Pal^JPIr, significado a a^'"^ cuando m « n, hemos defl-^ 

nido n ^ 

a^ « 

Para demos trar que a^^a^ « a^ ^ ^ para todos los enteros 
P J5? ^1 consideramos los slguientes casos: 

♦ 

(1) P ^ q ambos positives \. 
-f2) — cHrf:en 1?^^^^ a^^ y el otro negative 



V 



(3) P q " ambos negatives 

(4) o bien p o q cero y el otro distinto de qero 
(ambos cere es trivial) ^ 



•■>».- 



Demostractfin del icaso (1) : 'La misma que (a) . 
' pemo&tracl^ del caso (2) : 

Sup6ngas1e que p > 0 ^ *1 ^ * 



Consider ese a?fa*J 






a?»«u** =, a^'a**-^**^^ , 


a m 


-(-a) 


p 1 




-a". 


r^jL ' 


a 


ay . 






a"* - ■ 








€l ~ b «i 


^ + ( 



Demos tracifin del caso (3) : ' 

Si p< 0 X q 0, ^entonces -p> 0 ^ -^q> 0. 
ConsldSrese aP^*a^* , 



+ q a*"" - 
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Demostracl6n del caso (4): , 

Supdngase que p ^ 0 2 1 " 0* 
Consid^rese aP«a^. • \ 

P o - p 0 

a*^*a^ » a*^»a ^ ■ q » 0 

i 

* . p + 0 

. ^ BT , a + o a a 

«■ a $ ■ q a 0 



i 
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Una vez estaUlecido que aP«a^ • aP^*J para todos los 

. (tO iiiT'sL'Ti ; ( I )■ .)nBo Js>b ^'jM-jr-i JJ-.om-iQ ' 
anjt;ei:os p X'*ii podemos considerar la division como'una . 

multiplicaci6n, ^sf: 

: .0>p Q <r pup DaBji^n^qrif*. 



13- i- 



Pggina 276. 




asl,'j)ues, t'g^ *» • . 
^ (aV)^'- (aV)(a^^3)(a2b^) „ U^.^>b^){y>^.^K^,^) 

por tanto, (a - b ) 



El resultado general, • * ^ >-% i ^ i / ? • ^ 

es cieiito, porque (ab)(ab) • (aK)rpuede ser escrito en 
la formfii . /, 

(a*a a) b) * 

por las*:proplefdade^ asociativa" c^jjmptativa de la 
maltlpllcaci6n. - ^ 

Respuestas al Con juntp de problemas 10--7c f p^gtnas '276-279 : 





1. 


(a) 


9.' 


(b) 3a^ 




2. 


(a) 


X 


(b) ^ 




3. 


(a) 


a 


(b) -a 



(c"j '27a^'' ^*' '(d) 3a9 



(c) -\ 

-at 



'3y 

NiStese la MlliEerencia de significadd entre (-3)^ y -3^. 
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3|B1 pinmero 



^1 

3l 



slgdiflca .(-3X^(f3), oB 



4. 



^* (a) OB 4(^]b xy. . 



1 






9 .^c: £j 







(c) - 'Iy^ 

(0) 



(d) No. 



^ (b) No^^^fiSr I 



(o) SI. -^--SgSg . 



(e) pli por el teorema 10-5b. 
/g) Sf, por ^1 teorema 10- 5b* 



10. sup6ft4a6«<'tiue--3'-es i^^nCime 

(2(3)p =.36 
2(3) 4^ 18 No son lo i4,j^pi. 



(b) Si X es el luimero, . , 



""llV (a) kl 4rea de un cuadradt) de lado s e's s * . 



El 5rea de un cuadrado de lado 2s es (2s) 
- El ^r^a.del mayor cuadrado cuatro yeci^s el area 
del mks pequefio . 
(b) syjt (3s)^ ^ 

El cuadrado mayor tiene nueve veces el ^rea del 
cuadrado menor • 







>■ t 

2S 


s* 




S S; 





s s 

K 3S 



3S 



(a) Ife 



(d) 



t>c + ao 4- ab 



(to) 



11 + X 
6x? 



lT5aV 



(c) 5x ,~ 6ay - l?q z 



30a^ 



Demostrar : Si es impar , entonces > a ' *es ^impar . 
Dempstracldn: Supdngaae que .a es par. Iflhtonces 
a » 2q, donde q es algdn ^tero posittivo^ Luego^ 
m 4q2^ y ^2 p^j. . p^^Q ^Bt^^ es contsrario a la 

hlpdtesis; por tanto,^ a no es En consecuehcla» • 

a es impar. 

Demostrar: Si a^ es par, entonces a es par. ^ 
Demostracidn : Suptfngase que a es impar* Entonces 
a « 2n + para algtln entero positive n. En conse-*' 
cuencia, a^ « 4n^ + An ^ 1 • 2(2n^ + 2n) + 1, 
Por lo tanto, a^ es impar, ccttitrario a la*hip6tesis . 
Luego, a no es impar, es decir, a es par* 
Hay que procurar que el estudiante reduzca las fracciones 
a su expresi6n minima antes Ide sustituir valor ejs nimuS- 
ricos. / * ' * 



(a) (.2)(2)^(-^)^(3)^ - -288 % 

ih) .((-2)(2)C-fe)(3f - - 1 

(a) (x^ + + V 1) - x2(x^ + + 1) + 1 (x^ + x^ + 1) 

. . » + x*^ + x^ + x^ + x^ + 1 

• * a X^^ + + X^ + 2X^ + 1 

(b) (2a^ - b^XSa^ - 2b2) - 2a^(3a2 - 2b^)'- b^CSa^ - 2b^) 

- 6a5 - 4aV - 3a%^ + 2b^ 

(c) (2x - 3y)(2x - 3yJ • 2x(2x « 3y) -3y(2x 

» ivx^ - 6xy - ^ + * 
■ « 12xy -¥ V 

(d) (a + b)^ - (a + b)(a + b)^' ! 

- a(a + b)2 + b{a + b)^ . 
. a(a^ + 2ab + b^) + b(a^ + 2ab + b^) 

- a^ + 2aS + ab^ + a% + 2ab2 + b^ 

- a^ + 3a^b + Sab^ + b^ 



En este y los restantes capltulos, no incluimos un 
resttmen en el texto . Con la experiencia q«e el estu- 
dlanta ha adquirido ya, puede hacerlo por sf mismo, lo 
cual es mucho ^As provechoso para ^^1 • 
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^1 

1^ 



Respuestas a *los Problemas de repasa . \ 




- 2, 



3. 130 es divisible por 2. , (i) 

131^no es divifi4.ble „por 2, 3, 5^, ^,^ni'il; ^por tanto, 
' "*13V4i Wli^/ * ''^'C' - " * ""^'^ * 

* C ^> - - / ^ " ■ - 

4» si X es el entero* aitances ' • 

^ £ ? ' 

5. (a)^^ l^a ^stflucidii ^de'la^'Wuacidn es 93^ pero 93 es 
- ' ' ^Visibbt -poi?^ 3 i ^de ^bdo^ el! ) to jrufitA d^ Walide^ 

<c) ; Si hay un primo ^^J^ U • ^ : ' " - ^ ^ 

^ ^ PoB tantoi) J > -»x >3< 'iMonde ^x es un entero* 
Los primes rtJmorW?^^o7.*i«c«i'*2, ^3 y 5. 

^ El miembro de' la izquierda e& 3(2) ^ 12 donde x 

~ " .\ , 

t^es 2 * * • 

El miembro de la izquierda es 3(3) « 27 donde x 

2 

E-1 Miembro de* -la %^&qaiiBgda' 3 < 5> ^ 75 ^ lionde x 



Por lo tan[td,''«il'^^cWjtiritW 5). 
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(d) Si hay tan prJjno, x tM-l mie _ 

. fb). -4' (d) 2^ + 1 • . 

. '7. (a) a^. + M +yb + ab^ + 

(b) x^^ + xy5 (f) X + 

X c'Ctr r^fC ,t'£X or> uof':i^>:^J;Tv>j .r,^ j^n irm?)3j^{i 

8. (a) Cualquiera de laa (g) "Patf^ ^ < 

dos cpsas ^ .1 • . ^, 

(b) Cualquiera de la^. W ^^^^^ . ^ . . 

doe cosas (1) Imparj,^' puesto que 2 divide 

(d) Impar 3V. 

(f) , Impar '«k • ' a ^^iJos- 2-^ y' ' -6^0;-- . *' 



9i Ccy,-^(«),^(f>f"'(g),"<hy y^^^W 

,iO. Si X es la longitud del ladb^disi: ciiadra^^ 

ces : X + 1 es la Ipngitud del lado del cuadrado mayor, y 



(x + 1)^ - « 27: 

La langitud del'' lado -del cuadrado m^pr es 13 imidades* 



11* Si X es el niSmero de monedas de cinco centAvos* 41 - x 
es el ndmero de monedas de diez centavos,*y 

5x + 10(41 - x) « 335. 
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Rir 
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De modo que Guillemo ,tiene 15 monedas de cindo centavos. 
lia inf ormacid?)L sobre su ahorro dorantre 2f dias y el tener * 
xqSs monedas de diez centavos que de clnco centavos es 
Innecesarla . ^ . 

12, Si S^uel puede recorrer d millas subiendo las colinas, 
recorr6r5 tambiSn d mil las al regresar, y se tendr^ % , 

i+d =5. * ^ V 

8 12 

La dlstancia es 24 millas, ^ * ' 



Capftulo 10 . • 

^ * Sugerencias para ex&n^es 

ft * " * 

1. ^Detemina la factorizacldn prima de 129 , 315 , 401, 3375 y 

5922. 

2. iCu^l es el proximo niSmero'' prlmo 'despufis de 103? 

3. if or qu|S es el producto de dos ndmeros primes cti^ales* 

qui^ra, cada uno de ellos mayor que 2j^iempre uii ndmero 
.^impar? j * 

4* Si '5 es un factor de A y 15 es un fa^ctor de BV nombra 
un factor de A + B. 1: 
^ 5. Si 3^^ + X « 123456 es un enunciado cierto^ expllca 
^ ^ ppr qu^ 3 es un factor de Xa 

6, Si 2 + X «= 85631 e^ un enunciado cirerto^ explica 
por qu€ at no-es un factor de x. * ^ 

7. Halla dos ndmeros cuyo producto es 108 y cuy a suma es 
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divisible por 3> pero no por 2. 
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8* > ^alla dos factore s de p cuva. su ma cs s>. en cada. oma 

: — :" ^ ''-^ • . ■ . , , . • 

de los sigttl^ates tasos: . • - 









8 








20 


(^) 


. '36 




13 




72 




27 


(d) V 


80 




18 


(e) V 


352, 




38 


(f ) ' 


1800 
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9 . iCufiles de los siguientes son ci^rtos? Explica por qu6 

o por qu4 no, . » 

(a) 2^*3^ - <e) 2^+2^ «2 ' ^ 

(b) 2^3^ « 6^ (f) 2"'^*2 « 2 * ' 
M 2^ + 23 = 2^ \ (g) (2^)"^ = 1. 

(d) (23*2)^ « 2'^^ . (h) 2^ + 22 = 25 ' 

10, Simplifica (explicando las restricciones en los dc^inios 
de las variables) . " ^ 

• l6»3^^y V ^ ^ 2 , .1 

2'=**27xy^ cm. , :)uv ^ 

(b) gx^y (e) (x^ + y)^ 

4xy ' ' . - 

11. Los cuadrados de dos enteros sucesivos dift^ren en 11. 
^Guiles son los aat^os? , 



■ ■ •-^;"/"-.RAbic;ALES ' .•.i;"-'"" 

DespuSa de pyeparado ei cuMttino poar medio, d:e 
ci6n* de eirteros y el estudio de -los expc«ierit©s, procedemos al 
estudio de los radicalsB . ' Apifenderemos la iaaajae^ra <le stamarlos 
y multiplicarlos , asi como la^manera de ►simplif icarlos^ despuSs 
de decidir. lo que signiiica "simplifltf:aci6n" para los radicaies'. 

El mStodo para'hall^^ ralces cuadradas aproxlmadas serS 
el - de fter.aci6n. , consist ente en partir de^iii valor inicial deter- 
minado del modo habitual,, para irlo mej orando sucesivamente. Es • 
posible demostrar, aunque no lo h^emos en el texto, que este 
miltodo coDtverge» en el sentido de qVie cada nueva aproximaci6n es 
mejor que .^a* anterior , y es posible tambien cdilculkr el error ae 
oada aproxiniacijon, * # 

Una de las consecuencias important es de nuestro trabajo so- 
bre la factorizaci6n de enteros es^ que nos es posible demostrar 
que ^/7 es irraciohal/ Hemos supuesto desde el pfihcipio que 
\in niSmero real, en-efecto, que 'Va es un n^ero real 

'para cualquier enter o positivo n y qualquier numero real no 
-9 10 <'» -aJt^o I' d .r^iiv . - 

neaativo a, Huestr^i lista de propiedades fundamentales en el 

9f^V^^^l$ l::^^^omykf^^ ^ propiedad que se necesitaria para 
,p3Ci0baar mk ' M ?^^^^^^^'^^^* ^ ' * suponemos que 

•/2 , es un n^ero real y luego dembstramos tjue no es racional. 
• Para una detaostraci6n de la. existencia de y de la uni- 
/ cidad de Vl, cdns^ltese Studies in IjiathetBatics, Vol. Ill, 
pigiW 5.7-5.12. . ' 

Los 'aluamos ^ue"hatt s^uidb "el ^curso^de octavo grado.^fel^* 
feTiabrSn tenido ocasi6n de esWdiar algo acercrf de niSmeros 
' racioi^es e irracionales, y de ver una demostraci6n de que^^2" 



'''^'iilPs^^^^^^^^^^^*^ wt^i^^^^^^i!^^!^«il*fey^ 



es i3n:it.cloxMLl^ HabrAn trabftjado tambiSti con Iff notaci6n •cprr^en- 



1* ^ . 



11^1^ Ralces 

pero tan prcmto como tina variable ap^rec^ba jo el signo de una ' 
xalz 6tiadx:ada^ debespoios tener culda^o. Las jlificultades provie- 
^ ^ nen del hecho^de que el s^iobolo de raiss otiadrada ^iempfe Indlca - 
, la rajj^lly^dra^ positiva > y ^ue el radlcando debe ser. no ne^a^ 
^/tivp* %onsid&:ese a n/ a'^ » Si a es positrivo o negatlvo^ a^, 
— ^1 radlcando, es positive , j^if^fs? " a es elect o si a es 

posltlvb, pei^ falso si a es nfi||ativo, * La ecuacl6n v&Xida es 

^ . * He aqi*f algjonos ej emplos :^ , * — 

-v/ 9^^ 3|x| 

Supongamos que tenemos un radical tal comoNTKa ^ l^n est a expre- 
^ sl6n^ a debe ser no negative porque la definici6n de una ralz 
as! lo requiere^ gi fuera negative^ tendrlamo^i lo que en xan 
€\urso posterioif se def inp como n^ttaero Imaginarlo^ Algunos ejem'^ 
plos son:^ * * * \ 

v93? = a/jx^x" «= 3|x| \/^, pero como ..x debe ser no negative, 

- - ~ - > ^ ^ » - - 

esto es equivalente a 3x v/lT . * * 

V(x - 1)^ « |x - 1| -I - (x - 1) yxTTi: ^ X ^ 1 . 
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' glgln^L 283 > Si' x »■ X7, ' entonces - 289. • 
. Si X • .3, et^tonces nr [ - .09. 
, Si k - -2w€t2, entonces ac^ ■» 4\»2a^.^ 
^ El coQjmato de validez de "" 49 es {7, -7), 
•El coi^jwito *de walidez de x'^ " .09 es C.3, -.*3}. 
El conjttoito. de vali<^^ de " -4 es 0. 
Ii6te8e que el conjtmto de validdis del enunciado "x^ " > 
li > 0" es C V1I7 - > dond6 el simbolo 'V^ " indica la ralz 
cmdrada positivj^^ y '*-y^" la ralz ctiadrada ne^tlva. . No se 
debe permitir que el estudlante confunda-^/^T con el enunciado: 
"Halla los numeros' que al elevarse al cuadrado, dan n," s 

_ . ^ " * ' ■» ^ / . ' 

Respuestas al Coniunto de 'problemas ll~la ; p4glnas 284-285: 

1. (a) 2 ^ . (e) ^ ^ * • * 
(b) -11 (ry .9 • - . 

. (c) ^t-3j . 3 , (g) 3 • . 

v (d) ,1.5 ' . j[h) -1 • \ 

2. (a) 81 (b) No, v^-3)^ es ppsltivo,t-3 ^es negative. 

3. - (a)-Sl (b) Si 

4. Si 0<a<b) entonces exac talent e uno da iBstos es clertoi^yC*^ 
VST ^ y/h Va , por la propiadad de comparaci6n« Si 

« ^/b, entonces a » b> coritrario a la hlp6tesis« Si ^ 
\/a entonces a > b*, contrario a? la hipdtesis* Asi, 

pues, la liinicd'posibilidad rest ante es < « 

5* No* V^c^^ es no negatlvo; de modo quev^ + 2 > 1 para todos 

*" , * # . 

los valores de x. 



6.' Vl 



2x - 1)2 » |2x - 1| 

(a) X <|, ax < 1, 2x - 1 < O, |2x I 1| »'-(2x - 1') » l-2x 

(to) X > |, 2x > 1, 2x - 1 > 0, |2x VlLj 2x - 1 ' 

(c) x-|, 2x - 1 = 0, |l3?t-l|,^ 
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*?• La dific\atadS%n^l«r«ideat0istracl6<' se jmede e3cplici%£ mfi^jorl 



Si a - b < 0, entonces b « a/>r 0* : --^ ("^; 



1 



Pjtgina 28 5 > Si x • « 2, entonces ' rtl^^vO i2 <B) \f 

. Si x « -.a, fentonce« x^ » -.027, ^ . 

Si x «» -Ja , entonces x^ " tSJ^ "7 

JgjL c,<^a^iS^.t4iBMaIli<toid^ ies:;'.-(-»&^^ri4^. ,c? / ~ 

El coi^ tBit:o 4e ^y^l^ibdeamie! -'K^ fcFi^b fUfi <i ieaiq { ^2>,!: r>^ ^ i, , «'?^) f^'q 
Hobb.t iAsoijdesie « 'JloB eis^^<yfc^t<ftt> « cJt»npanaRdKi?J!«l-a inanera^de- del:«r.-< 
minar una ralz cubica ctiando el n^imero cont'i%ne'*el^'lnK«tno' ^actoic . 
tres veces, la manera de determinar ima raiz c;uarta si, el .ft$mej?o 
contiene el mismo factor «cuatro veces, etc. 

' " Cerci5j:ese el maestro de que los estudiantes vean por qu4, 
en el problama " ^ 

v/x-^ X , pero -/ x^ =" 



i^^i69%*3PVi©ft^93q^ft iJQ d^p«ine5o§0d^ if^SDtespbn«n£es'^^ccionarios 
l>ara facllitar nuestro trabajo, Lo que se trat§. fsn el resto 

' ■ , . ,* - • 

Respuestas al Conimi^l^o prbbXe&as ll^lb; p^gina mbi 
1. (a). 3 ^ (t)) 3 ... ■ IfiY ^ 

, 5. (a) -13 (b) J:^Jl«3iabldotiq(c) 13^ 

6. (a) .2 (b) ,4 , (c) 

8. (a) (b) X - 3y ^ ^ Xc) 3 ^ 



B^-»n^?i^ "J n..*,., «»!WS<) --3^^ .i4$H 



*10« Una ra£z c\iarta de tan niSmero-'^m^ utilizado 
comq factor 4 veces, da el n^ero a. Da igual^^^fiffera** 
••iMaBrafe ^en^pinii de'5a,j.doBde'''>fi'''»»ejsf'p6i8iti^a,''*^es -m^^ 
e-)-ioqij©tut2il4aadoncomo tact ^'^Veeesi^^da^el^^^lknerS;^ ^'^^'1* 

valor es impares de ^ > »0 \ d «d jj; ^ 

11-2^ iRadlc^les \ , t r . r > 

La demos traci$n de la irracionalidad de ^ presentada en 
esta seccion es interesante, cuandoenps damos cuenta d^ que 
. t^emos anbra una propiedad inatem^tlca mxy importante que se 
p uede demostrar en este moment o, justamente sobre la base de 
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^^prlncipios desarrollados en elf ciarso* 

Supongamos« que hay enteros positivos a y b tales que 

^ , donde / b 1* p> X ? Z b no tienei^i factores 

coQtun^* *i ' 

Entonces (f) « 2 ^ De£inici6n: Si x «Va" entoijces « 
. , ^ = 2 , puesto que (f)^ = 5^ • 

' a^ es par. (a^ x *2b^ ^"son nc»nbra3 para el mlsmo nikiero^ 
^ pero 2h^ .muestra^.^laramente un factor 2l.) ^ 
a es par, por el teorema del ejerciclo 14, Conjianto de 

problemas 10«7c*'^ . 
a « 2c ^ a es par, entonces h^y un entero positive 

» » c ta\ que a es dos veces. *c, ' 
4c2 « 2b^, r^emplaeando a por 2c en la ecuacl6n 

a^ 2b2; , ^ ; 

2c* " b*, vdividiendo amb(is miembros por 2, 

: b^ es par. ^luesto* que 2c^ utiene \3n factor* 2, nombra 

ex mismo num^o* ^ , ^ 

b es par* ^ ^ \\ * ' ' ^ 

Ahora 2 es uq factor ^e ambos, a ^ b, lo que contra dice 
nuestra suposici6n original de que ^ X P £12. t^£an faptores 
comunes. Por tanto, ^ ?t */2 es cierto para todo par de enteros 
a b^ 0. ; , V 

Teorema 11 '*2. n/T no.es mi ni!iipero racional^ A], ntime- 
ro^^2 le llamamos un numero irracional ,' . El conjunto de los n<i- 
merbs racio;adles y el' conj\mto de Xos numeros irracionales reuni- 
do^ fonaan el conjunto de los numeros reales. 

El^metodo laas sencillo de ver qije la raiz cuadrada de cxial- 
quier entero positivo que ^o es*un cuadrado per^ecto, es efecti- 
vamente irracional^ es un poco diferente del seguido para sTJ* 
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La argumentacX6n procede ccnao sigue: , 

3ea /h el numero de que se trata. SI n tiene algunos 
factor es propios que,, son quadrados perfectos^ efectzxiainos con 
eilos la operaci6n de extraer la ra£z quadrada (aprenderemos 
esta tScnlca^ y las ra^on^s que la justifican^ en la lecci6n 
prSxima) • Lo que queda ^tonces dentro del. radical es un prp- ' 
ducto de distintos factores pjrimos, cada uno de los *t;uales apa~ 
rece una sola vez» Por ejemplo, si estuvieramos iratando con 
a/45 J lo escribirlamos primer o como 3nA5 > y si podemos demos- 
trar que sTS es irracional^ entonces ,n/45 qiertamente tambiin 
lo es, \ J * V 

As£, tenemos un nuevo enteroj digam'os m, dentro del radi- 
cal, *y m es el product o de factores primes cada uno de los 
cu£lle& aparec^ solamente una vez. Sup6ngase que s/m fuera ra-* 
clonal, digamos ^ *m , ^* Cuadrando ambos miembros y luego 
multiplicando por b^, obtenemos a^ ^ mb^^ Ahora "contemos" 
los factores primes^ b^ es un cuadrado perfecto, y, por lo 
tarito, ent.su factorizaci6n prima aparece cada factor prlmb un 
ni5mero par de veces^ Pero entonces, en mb^ los factores pri-. 
mos de m aparecer5n *un numero impar de veces, puesto que m 
contiene c^da factor primo una sola vez en su propia factoriza- 
ci6n^ Asi, tab no puede ser igual a un cuadrado perfecto como 
es a^; sin embargo » se ha supu%to as£* Esto es una contradic 
' ci6n, y por consiguiente, la ra£z quadrada de cualquier entero 
positivo que no sea un cuadrado perfecto es irracional^ 

Ahora, no dbstante, se presenta una dificultad; Esta de- 
mo^traci6n es m&s ficil que la qti^ hanos dado en el texto para, 
la irr^cionalidad de nP2, No solamente'es m&s f^cil, sino que 
es aplicable a muchos m^s casos , ^Por que tuvimos entonces que 
argumentar a base de pares ^ e impar es para demos trar la Irracio-l 
nalidad de • * > 
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La respuesta puede n& signif icar ^ran cosa para la mayoria 
de los ^stufiiiantesj pero es de mucha importancia para los mate*- 
mdticosj y debemos saber qvAI es» Ahora hien^^nunca hemos de- 
mostrado el teoretna de la factorizacion prima mica* Idmos ejem- 
plos, mos^ramos su plausibilidad, xio titubeamos en usarlo% pero 
no l6 hanos demos trado nunca* De modo qtie, cvialquier demostra- 
ci6n que dependa de la factorizacion prima no es rigurosamente 
tina demostracxon, sxno solo un argtlmento persuasxvo, por decirlo 

cadenii'7 6s"*i61b^£aii^iuerte dotfto 'iB^ sea* el mils '^e^il i§iis esla- 
bones. La demos tracidn en el texto de la irracionalldad fle"' -^2 
. n<i>'%^ilik6''la;fact05rl^aeff5A^^^^ poi?*^^eltb, ■''6n''^iitt'*ci4ftk) sen- 

tido' es Aina^*^ 1^ que* acabambs^ de preseAtar 

para ia *irracionaiida^ de ^la^ falces' cuadradas de n&aeros no 



^Qul^ des eamos que los estudiantes qonozcan y us en? La fac-* 
torizacion prima es important e^ la henos utilizado a traves de 
e&|ie^cap£tulo > y la continuaremos usando* Deseamos que el estu- 



dHSffce ia utilice en problemas acerca del m£nimo cora^n miiltiplOj, 
en problemas de factorizacifii^^^io en cualquier otra cuesti6n que 
d^s'ee, !E1 prop6sito de esta x!i5cusi6n ha sido prevenir al maes- 
tro en el caso de que el' estu^iantfe se encuentre con 'esta otra 
ldemostraci6n de .la irracionalidad de las ralces cuadradas* Mu- 
chos de los resultados obtenidos en este curso no ban sido real- 
meni:e demostradbs. El prop6sito de incluir algunas deraostracio- 
nes no es eri absolute hacer un curso riguroso, sino s61o enseiiar 
al estudiante algo sobre la naturaleza del razonamiento deducti* 
vo^ y permitiVle asi ver en una ,forma directa que ciertos datos 
acerca de los n\5meros reales son cons ecuiahcias de otrbs. Sola- 
mente 16s estudiantes' de nlvel^universitario posjcgraduadb' deben 
ser obligados a seguir un curso riguroso sobr^ el sistema de 16s 
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te diga es: Como el ctaadrado 4e 1 eg %^ 1^ es may peque- 
fio para ser la raiz cmdrada deseada; pbi+^dtra parte, como 
eV cuadfcado'felVes'^%/*'2^^^^ ser 

dlcha ralz ciiadrada, Pero comV no hay d:iteros entre'l y 2, 

. , .">.•*! •••i cry • r>i -;'-« -i' J.t .« 'ffr r 

•72 no puede ser \m entero, ^ ^.^ ^ 

2. Mostraremos la manera de halla^ un cuadrado perfecto entre 
. i y 1 . Si tamaiQos f racclones iguales a i y ~ que 

tiengan el raismo denominador, podemos comparar lo^^^p^&cos 
' mis f&cilmente. As! ,consideramos__| < 7^ . j I»u^sto ^^^ue un 

ntSmero racional que sea un cioadrado peirf ipcto t^aidrla la forma 
\ ^^os inclinamos a consid^ar^ i| y Ahor* es fficil 

r hal|.ar:Mm^ .cuadr#db.,pf9:f.!Bcto,* Otpas; ^u^drados perfect os 

36 

^. ;S€i puede«i halilar e?kxj|ppia|?^i^0ga . .. ... ; . . ; . : 

3. Sup6ngase que r, donde r e&,«i?L nii|ieir9.|f^c4^;9#l, 

/ 

Pti^pnc^ nT?, . 2f. .,jes ,ejj^^J.^^o^^qt^ .iLlj ff-. K. 

El n^bnero 2r .efe racional,' puesto que el conjunto de los nii- 
meros racional^ es cerrado respecto de la multiplicac^pn, 
Como por el t^orema 11-2, "Z? es un n^imero irracional, V2 y 
2r no puede)i( ser nombres del mismb^nWeroi" ksi es 
una contrackicci6n, y nuestfii Suposici6n de que r es tm nme* 
ro racional es falsa^ - ^ ^. 

4'; Stqf>6ttgas^ que + b ~ doncie r es un niimero racional,' 
^ /lirtbn^es * r + (-3) es enxaijciado/ equivalent e', V / ^ 
Puesto que ^1 conjunto de Ids niSmeros racionales es cerrado 
respecto de la stnaia, r + (*3) es racional. PeuoVl^ es irra- 
cional, por tanto, n/? = r + (-3) ^ una contra^ccjitSn, De 
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< este modo, la s\l|>o8ici6n de queV? + 3 es racional es faX- 

•* ' ^ , 

sa, ' I 

Supdngase que^/3 q ,t 4pnde p x ^ CTiteros, q 1^ 0, 

^ . ^ ^ i P :Z <1 »^ tienen factores comimes* 

Bntonces 5 * f cimdrando am^os mtembros*,. 

5q^ *" P^ 3 por la propiedad multi^licatlva de la 
; ^ ^ igualdad, ^ ' 

. Como q es un entero^ q^ es \m ^tero« , 

Ademds^ 5p^ X P fiombres del mistno n^ero, de modo 

que 5 es im factor de p^, 

Por lo taato, 5 . es un factor de p, y p 5n* donde n es 
im entert). 

^^^^ Luego , ^ 5q^ . » (5n)^ ^ 

q^ - 5^^ ^ ^ ^ 

^ Esijiib demuestra que 5 divide a q^^ y, por tanto^ .5 divide 
^; 'A q« SI enunciado de que .5 divide a p y 5 divide a 

q es una contradicci6n a la &uposicfi.6n de que V X ^ 
tienen factores cosmmes* * ' . 

Respuestas al Coniunto de problemas ll-3a ^ pdginas 290*-291: 

U (a) (b) /l5 (c)- 3 

^. Ca) ^ (V) 2yi5 (c) 6 

» 3, (a) 'J 2x1 X es no negativo."^ ' , 

(b) ^3y2: ; y, z son no negativos 

(c) j X jsTJ ; X es cualquier ni^bo^ero real 

A, it a) 0 (b) 40 - (c) y^, donde y es no negativo 

'^o ^ 

5« (fa) ^ a para :todo niimero real a. El mSg^e^o,^/^ esti defi- 

n{.do s'olamente para valores no negatlvos de a. Asl, (Ta) ■ 

' ' \ ^ » 

a es clerto para- todo numero no negativo a. 
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6. SI N/a . i/B «8 . '/ab, debemos demos trar que < >/a >Ai) es ab. 

\» ato , Deflnl6i6n de la ralz c<ib±ca 

Asi, * Vs. - : 

7. '(a) h , ^ ' . 

(b) X + , ^ donde x es no 'negativo 

(c) (Ta t 1)^ « (-/a + l)ya + (ya -I- 1) 1 

* a 4- 2ya + donde a es no negativo 

' («) 5 + 2^/6 

if) 11 +VT ,r • , 

Respuestas al Conjunto de problemas llV-3b ; pdginas 293-294: 



1* 


<a) 


2'/5 


(b) 


5/2 


(c) sVIo 


(d) 


475: 




(a) 


i4yT^ 


(b) 


* 

730 


(c) 4 


(d) 


873 


3. 


(a) 


(b) 


6,-/l3 


(c) 5713 


(d) 






(a) 




(b) 


10 


(c) 97^ 






5. 


(a) 


36vT 


(b) 


2>/77 


(c) 1147^ 






6. 


(a)> 


5' 


(b) 


12 


'(c) 7 






7. 


(a) 




(b) 


5^ 


(c) 


(d) 


6 


8. 


(a) 


2 VP, . 


.2^ 


(b) '9^^, 


-972(c) 2V7, ningun 


ntSmero 



' negativo, ^ 

9. (a) 2 sTe |x| (b) 2x -Ax para todos los n<kieros x no negati- 

(c) 2x V 5x para^ todos los nvraaeros x no negativos . 



368 ■ , ■ -Ni ■ , . ■ • ^' , 

10. (a) 4a v2 (b> 2asr5a para todos lbs irfimeros a t^o 

npgativos. 

<c) 2| aj Vt . > > 

9 

11. (a) •r47x' , X es \3n numero no negatiyo. [ 

(b) 25 |x| , '.^ V- 

(c) 3^ , 'X es un niimero no- negative. ' 

12. (a) |x|n/x2' +'1 > ' . 

(b) 1x3) - / - , , ^ 

(c) x^ + I X I . ■ 

13. (a) (2/3x) (5/"6x)^. se( define solamente para n^eros x no 

* negatives. 

(a«/3x)(5/6x) -^lo/lSx^ ,x no negative"' 

« 303ft/"2 % X no negative 

v(b) (3s/x2y) (^ay2) se define solamente para valores no negati* 

vos de a 2, 

^ ' i3^K^)(Jay^) « (3|x|Nry) (yya) , a x V son no negatives 

* ^ ^ 3|x}y s/ay ^ a ^ y son numeros no 

^ : ' ^ ^ negatives 

(c) lOOOTSx , X es nn n^ero no negative^ ' ' 

14. <a) 4 (b) 2*V2 (c) 2 (d) Vie 

15. (a) 3 -s/a'^ (b) -3b (c) -3c (d) 2 ^/S " 

16. (a) 2x2 - • V 

. x^ - 16 
es equivalente a \ 

X = 4 6 X = -4, , ' 

El conjunto de validez es ( 4, -4 } » 

(b) { 4n/3 , -4^ 3 

<c) C4, -2} ^ ^ 

17. (a) 12v/3 - 6 (b) 32 - 4v/2 (c) -2 Z-fe 
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Res'puestas al Coniunto de problemas 11 "Aa ; pfigina 295: 
1.. (a) I' ; (ti) -|vf, ^ (c) |./3 

2,. (a) ,||x| (i^jir X ^ ^ 0 Cc)Jf[v^ X y»^o 

(a) I (D) f :£ a > 0 / . \ 

5. (a):^^^ (b) ^^/3 i 10^0 <o) I a>0 

6. (a) fv^ ,{b) ^ (0) -54^ z 

7. <a) I (D.) 4--^ 

8. Para demos trar que = ^ para a > 0 X ^ " 0, debeihos 

^ P^obar qjje^^ es una ralz cuk<tofada de p . Esto serfi citer 
to s^l^J es ^ , por la definici6ii de la ra£^ cuadradaj^ 

■ ^ Def Inicifin de la rafz cxia- 

•'■ drada 

puesto que un ndmero post- 
~ . " V'^ "v*^ tivo tlene eacactamente xma 

raiz cm drada positiva. 

" Respuestas al Coniunto de prtoblemas 11 -4b ; p^gina " 

1. (a) * " 

2. (a) 






(c) ^75 


(<i) 




(b) 


(C) A^/7 








(c) 


(a) 




♦ * 
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" 5.^ (a) ' I Vt (\) I ^-TX (c) i , a ,t 0 

(d) |j ^lOa2, a f 0 • \ , 

6. (a) (b) l-vTs , a,>/b • Kc) 3./5 

7: (a) ^ - ^ (b) 3 . 



(c) 1 



8. (a)*-^ > X > 0 (b) —h b > 0 - 

• ' ^1 v/b + b . 



2f7 

9. (a) 5 + 2r|^ (b) X + afx + 1 X > 0 

.> (c)' a +1 + 2 . a^^ 0 6 + 2a + 1 

. ^ , • a. ... 

Respuestas al Gonjunto <Je problemas ll-Ac;' p^ginas 298-2'9!Si; 

_ . •— ^— - " ■ ■ ^ ' " " ■ 

1. (a) 3^2 ^ (b)" 3^/2"* 3VT _ (c) ISVZ 

'2. (a) 372 (b) ||v^ (c) ./rVTVl" 

3, (a) + 2 - 2^/1 (b) 2V2 + 

(a) + (b) ^^Jj^ 

5. (a) ^ sya (b) a/3a + 2aya (c) ' 0 • 

6. (a) (TF, -ys) • (b) (25) * 'Cc) *{5,>5) 
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' li-5. Ratces cuadradas > 

Existe ccmtroversia sobre cufil es mejor, el algoritmo de la 
'ralz cuaiSada o el metodo de iteraci6n para aproximar raices cua- 
dradas ♦ Abogamos por ^el^ Ultimo 'eji virtud de las razones siguieti- 

t es : • ■ • • ... - ' ■ 

1.' El mStodo de iteraci6n es muy significative , Estfi basa- 

■ \ , ■ * ' • ' 0 
do en la definici6n de la raiz cuadrada: Si = n, 

entonces x e$ la ralz cuadrada de As! el estu- 

diante debe.hallar un n<imero que al ser elevado al 

. cuadrado^ de* , , , 

l\ El estudi^fkte se percatar£ mejor de que bus ca una 

aproximaci6n Aey/xT que cuando utiliza el iilgoritmo* . 
En efecto, se le piiede etiseiiar a estlmar la magnitud 
del error » 

. ^ 3^^^1 estudiante sucesivamente estimando sus resultados; 
de maner^^ tjue no es x^robable que cometa un error grande 
sin dars^ cuenta de ellq* 
^u* 4^ La segunda.aproxiinac£6n puede hacerse mehtalmente muy a 

menudo, sieihpre c;on muy poca aritmetica. En inacbos ca-* 
* sols es9 es todo lo que^se necesita^ 

5. Una divisi6n fScil con tin divisor de dos cifras produce 
un resultado en que el error eSt4 en la ctiarta cifra. 
Esto es suficiente la mayor parte de las veces. 
'6, El metodo puede ser jus'tificado algebraicamente , atinque 
V,, la justi4icaci6n no se ^ en el texto^del estudiante* 

, 7* Se puede deducir una formula para el error de cuaiquier 

- • ^ i 

aproximacion* 



8* . El mStodo es id§al para el cfilculo con mHquinas; 

9, Si la primera aproximacion se obtiene con ^a r^gla de 

cfilculo^ es probable que la segunda aproxi!Tnaci6n sea 

correcta hasta 7 u 8 cifras* 
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10. El mStodo es autocorreglble, Esto es, si se comete " 
un exTOT, todavla dar^i las cifras correctas a cpndici^ 
de que el error tio ocurra en la Ultima aprc^ima^cldn^ 
^ Una de las dif icultades que tienen los estudlantes es ^a 
colocacl^n correcta del punt o decimal « Tratamos este problcpa 

* Introduciendo la forma tipo. ^xpresamos cad^ nfimero en la forma 

a X lO^Pj donde 0 < a*< 100, ^ p es uij entero (2p es, por 
lo tanto, un entero^^ar). Ea raiz cuadrada de a x 10^^ es 
'fsL. X 10^. De este modo, consideramos alempre tina aproxlioacldn 
a un n\Merp maypr que cero y menor quei^cien. -Aparte de la locali- 
zacion del punto decimal la forma tipo tien^ otra ventaja, Ta- 
bias de ralces cxtadradas de numeros des'de 1 hasta 100"^sti[n a 

* menudo disponibles en el sal6ri de clase« La'fijea de la forma 
tipo permit e poner todos los n^bferos al alcance de la tabla« ^ Es 
posible que se desee ensefiar las aproximaciones de la ralz cuadra-^ 
da tomdndolas de las. tablas si Istas est^n a mano^ ' 

La^ idea de la forma tipp puede ser representada gr^ficamentev 
en la recta de los niimeros positivos* Los n^jmenos entre 1 y 100 
est^n , • > " 

Potencias negativas de 10 Pptencias positivas de 10 

, \ r — — 



0 I 100/^ 

ya en la forma deseada, o se puede afladir' un 10^ . Los ntSme- 
ros mayor es que 100 est£n a la derecha del iritervalo considerado 
y se expresar5n con una potencia positiva fie 10« Los ntSmeros po- 
sitivos menores que 1 estin a la izquierda del intervalo conside- , 
rada y se ^presar^n con una potencia negativa' de 10^ El valor 
absoluto del' ^ponente es igta^l al niSmero de Itigares que se mueva^ 
el punto decimals 
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^^^^^ ~ - » 

— M — PiTi^Rt'^ T^^ tA >^ 3Q ✓ 2Si. . resttlta que » < -/!§ <: 5. 

(b) 7 < ^ < 8 . 

(q) 2 < . 75 < 3 * • 

'(d) 9 < V96 < 10 ' 

(e) 3 < •/ll*^ < 1^ 

(f ) 8 < 779^ < 9 ^ 
^ (g) !•< */l^ < 2 ^ 

(h) 2 < ^/7: < 3 ^ • 

(1) 5 < < "6 ' 



Respuestas al Conlmto de problemas ll-5a ; pSgina 303: 



1. 


(a) 


5 


(b) 


8 




(d) 


7 


2. 


(a) 


90 


(b) 


.9 


(c) .009 


(d) 


9 


•3. 


(a) 


30 


(b) 


300 


(o^) . 3 


(4) 


9 


h. 


(a) 


50000 


(b) 


..0002 








5. 


(a) 


4 >^ao"^'^. 


(b) 


* 

9 X 10^ 

/I 


* 







(e) 3 



Pigina 303 , El mitodo de iteraci6n es. muy fficil de explicar. Su- 
p6ngas.9 que consideramos un niSmero a, 0< a^ 100, y buscamos una 
at)roximaci6n de /a% Por estimaci6n elegimos un digit o, x; en- 
>tonces dividimos. ar por ,x V hallamos la media ,arltmltica de x 
y a La ^nedia es una segimda aproxiinacii6n de n^.' Por ejemplo, 
determlriese una aproximaciSn de nAJ. 6 36 y 7 = 49. 43 
9Stfi laAs cetca de 49, de mpdo que el dlgito que conviene toAs 
' como estimacifin es 7. Entonces ^ es.6,14, y la media aritmS- 
tica es i(7 + 6.14) , que es igual a 6.57. Muy a menudo la segttn- 
da apiroxlinaci6n puede hacerse mentalmentd, Por ejemplo, hallese ^ 
30. Si el en^ero mfis clercano es 6, entonces "5" es 5 y la me- 



> 
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dla arltm^tlca de 6 ^ 5 es 5 .SO, De este modo , ' pedlmos al estu- 
dlante que -se fije en dos ideas, Pfimero, poner numeral es en la 
forma a x lO^P, i < a < 100, ^ P ^ entero, y efectuar estima- 
clones sobre el entero mfis cercano a la ra£z cuadrada de a. La 
es^iiniacl6n del entero m5s pr6ximo dar5 siempre nn dlgito, except o 
por valores de a may pr6xljnos a, pero menores que 100^ (Por 
ejemplo, la ap3?oximaci6n del entero m&s pr6ximo a sTg? es 10.) 
La segunda idea es la de dividir a por el en^«5^ elegido y cal- 

♦ 

cular la media aritmetica de estos dos n&neros^ Entonces, para* 
mejorar la apr©ximaci6n , dividimos y calculamos la media de nnevo, 
con lo cual^e obtienen aproxlmadamente doble ntSmero de cifras 
correctas, ^ ^„^^ 

Cuando "dividimos y calculdtaos la midia" paxa obtener una 
|3egunda ^aproximaci6n, una pregunta^razonable es la siguiente: 
"iCufin buenas son las aproximaciones que- vamos obteniendo?" Gier- 

taiaente 5 es una buena estiinaci6n de la raXz cuadrada de 26, 

2 • 
porque 5 es 25 y 25 est^ may pr6ximo a 2^. Si calculamos 

la media de 5 y ^ , obtenemos - 5^100; ' una tabla' de ra£ces 

cuadradas da paray/26 el valor 5,099020, Nuestra media sobre- 

pasa este niinero solamente en 0.001* Si dividimos y calculamos 

la media de nuevo, obtenemos ^(5.1 + j^) 5*0990196. De este 

modo^ si buscamos una aproximaci6n para la ralz cuadrada de un* 

niimero cuya ralz cuadrada sea pr6xima a un enl^ro, esperamos *y 

obtenemos budiog ^resultados. No -obstante, ^qu^ sucede si quere- 

mos una aproxijnac^6n de la ralz cuadrada de 30? Puesto que 
2 2 

5 "25 y '6 ^36, ni 5 ni 6 es \jna estimaci6n muy pr6xima. 
Para responder a esta pregxmta, hemos preparado una tabla en la 
cual escogijnos a prop6sito los peores casos de raices irraciona- 
les (la media geometrica o pr6xima a el la) para los cuales el en- 
tero mis pr6xiino es la primera estimaci6n. La tercera estimaci6n 
se calcul6 redondeando la .segimda a dos cifras, dividiendo jjVal- 
culahdo la media, De este modo las divisiones son bastante 
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flldles » / 

DiTeacimetr'de Ta tabla demuestra que la segunda aprpximaci6n 

tlene un error en Xa tercera cifra y la tereera aproximaci6n tiene 
vxi error en la cvifirta cifra. En un caso solamente, sin ^embargo, 
la tercera aproxiTnaci6n tiene \m error de m^s de 0»001. En el 
caso de ^i.^ el error es im poco menos de Q*003, Recuerdese que 
estos son' los casos peores que se podlan escoger* 





Prime ra 
JBstimacidn 


Segunda 
Estirnacitfn 
(Primera media 
- Aritm^tiea ) 


Tercera 
Estimacitfn 
(Se^Tuida media Valores dado 
" Aritm^tica) polj^Tablas 




^ \ 1 


« 

1.50 


1,1H667 


l.iillJaiH • 

• 


ye 


2 


2.50 


2.4500c ' 


2.1Hi9li90 


yi3 


\ 




3.60555 


3.605551 




5 




1^.58261 


»». 582576 




5 


5.50 


5.^7727 


5.1^77226 


y^ 


7, 


6.57 


• ' 6.55757 ^ 


6.557^39 


ysT 


• 8 


7.56 


7.55000 


7.5»»983*^ 


yra 


9 


8.56 




8.5H*tO0H 


y9i 


10 


9.50 


9.539^7 


9.539392 



\ FundHndonos en las observaciones hechas en los casos peqres, 
hemos establecido nuestro procedimiento como sigue: 



Para hallar la taiz cuadrada aproximada de un ntinero: > 
1. P6ngase el n^ero en la forma tipo, M X lO^P , donde 
1 < M < 100 , X ^ entero^ 

2» Puesto qxxeJn x lO^P = ^^M x 10^ ^ hllllese* la ralz cuadra- 
da de M. * 

3. Como primera aprox3Jiiaci6n de */M, tjSraese el ^tero mds 
pr6ximo, xj^* ^ * 
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4, La media aritmltica d e x, y seril la segunVla aproxi- 

niaci6n, x^, efectuando la divisi6n — hasta tres ci- 
X * ^1 



fras y calculando la media con tres clfras. 

5, La media de 7 — serfi la t ere era aproximaci6n, 

■ • M . 

RedoiidSese X2 a dos cifras antes de dividir,'^ 

efectuese la divisi6n hasta cuatro cifras y tfimese la me- 
*dia con ciiatro cifras, Esta estimaci6n exceder^ a M 
por tin error en general menor que 0,002. 

6. Si fuera necesaria w&s exactitud, redondeese X3 a tres 
cifras. Divldase y t&nese la mfedia con seis cifras. En 
general, si se esti seguro de y cifras en el divisor, 
se p|iede estar seguro de 2y cifras en la media. Para 
mayor precisi6n, se deberi considerar el error en cada 
etapa, Esto se explica eel la siguiente discusi6n. 

El procedimiento indicado para aproximar una ralz cuadrada 
irracional parece dar resultado. Parece dar nikteros racionales 
que estdn cada vez mSs pr6kimos a la ralz ctiadrada irracional* 

V 

El estudiante puede preguntar: ^Puede probarse esto? Razonemos 
como ^sigue: . • ^ 

Si es una aproxljnaci6n ^positiva de 'Jn tal que Xj^ ^^n . 

entonces ^ ^ ^ « 

^ > n^ 

y ^ \ 

n_ 
^1 ' 




Xl 



umando Xj^ a ambos miembros , 



2^1 > H + ^ A 
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Puesto qu^e la segunda' aproximacl6n es X2 - ji^i + ^) . queda 
demostrado que tfa sejgundaf aproximaci6n es siempre n^enor c|ue la 
primera » 

^unemos a la|g|f erencla entre una aprox±maci6n y el 
error l^ de la aproximaci6n. Entonces los errores en las dos 
•prtneras aproximac tones son | 
■ ' % • ei " Xi - -Vn. 



62 * X9 - i^/h * 



ll^or tanto. 



^2 



Efectuando las operacion©^ indicadas, resulta 

2 ' " 

Pero el nvimerador a la tlerecha es un custdrado perfect©: 

e2 - --/">^ . ^ . ^ 

2x1 

Ahora observemos lo siguiente: 

(1) El error e2 de la segunda aproximaci6n es posltivo, 
porque el ciaadrado de cualquier numero distinto de cero 
es posltivo. Por lo tanto, X2 es mayor 'que ^Tn. En- 
! tonces -"Tn < X2 x^ , y queda demos tr ado que X2 

est£ mils pr6ximo a que x^. 

^2) El mismo *procedimiento nos darla el error de cualquier 
aproximaci6n x en t^rminos de la aproximaci6n prece- 
dente z, * 

error de x = — ^ ' g— » 
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y este err^or es siempre positivo, Bntonces x estjt m^s pr6ximo 
ja^^i que 2 x > ^/n • Podetaos reemplazar ^/n por x y ob*- 

tener la f6xiaula aproximada para el etrort . . 

error de x \ ^g^^ » 
donde 55 es la aproxiinaci6n precedent 

Para aproximar encontramos que Xj^^S, X2"5.4, x 

X3 - 5.385; por lo tanto, el error en X3 -es 

^3 2x^ * 



^3 



2 

63 ^ 0.00002. 



Esto significa que excede a J~29 en alrededor de 0.00002, 

lo cual de^uestra que pudimos haber calculado X3 con mSs cifras. 
Si calculamos X3 con sei^ *cifras , - tenemos ^ • • 



^3 " I (5-^ + "l^r) " 1(5.^ + 5.37037) » 5.38518. 
Esto es demasiado grande por alrededor de 0,00002; restando el 
error tenemos 

; ^^ 5.38516, ' . 

Si se tiene en cuenta el error de cada aproxiinaci6n, se pue- 
de obtener un numero grande de cifras exactas muy r^pidamente. 

Galculemos n/31Z00~ como uh ejemplo, Puesto que nT 31200~» 
^P3.12 X 10^ , necesitamos calcular ^/3.12, - 



7e 



Aproxi macidn 
Co5P3regida de % 


III' ' ' ' 1 
3.12 
z . 




Aproximado de x 


" . 2 \ 


1.56 


1.78 


(.22)^ ' 


— 1 — - 

1.78 - .01 = 1.77 


1.762711 


1.766355 ( 


X2|2g]if „ . 000004 



ySISoo ^ 17.66355 - •oooooVi» 17i66351* 



Se podri pregimtar hasta d6nde debe efectuarse la diyisi6n ^ * 



• El error de x viene dado por 



Z - X = 2 - 4- 



z n 



Z - X » 



En este ejemplo, 2 1.77 2 ^ = := 1,762,., Cxiando la di- 

z 1*77 - 



visi6n 



n 



^ se lleva lo suficientemente lejos para que sus cifras 

empiecen a diferir de las cij^as de z, podfanos hallar z ^ 

^ * if* 

En este caso^ ^ ^ 4^ 

Aft)ra podemos detepninar 63 aproximadamente; 

! ^ 2 ^ ' 

|^3-^r?T5|- » -000004. ; . \ 

^De este modo sat^CTios que si continuamos la division ^ hasta 
seis lugares decimal es y hallamos la media, el error ocurriril en 
el sexto lugar. ' 
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Respueatas al Coniunto de problcmas ll^Sb ; p4ginas 306-308: * 
!• (a) V795 -yTlP X lO-'- ; p 



2, 



3 q 



. ^^-^Z 2.82 

-/rie z 28.2 

» 

(b) V73 p - 9 



q 



J3 

3 



- 8.56 

1 773 8/56 

i 



(c) 2.97 

(d) ! 55^^. 

(e) 0.0763 
(f.) 3170 

(a) V 0.00470 ««A7 X 10""^ 



Vo, 00470 0.06856 
(b) 7^:273 - V?7T3 X 10-^ 



'/0.273 :^; ♦ .'5225 

(c) 72.66 

(d) 1.772 

(e) 265.1 \ 

(f) 708.5 



p 


q ,il 
q , ^ 




7 


6.71 


6.86 


6,9 


6,812 


6.856 


P 




£ + q 

2 


5 


5.46 , 


5.23 


5.2* 


5.250 


5.225 



A 



Nota: La cifra de las milSsitnas pudo ser 
2 6 3« Puesto que la media arit~ 

metlca es, despuSs de la primera 
aproxiraaci6n, slempre alta^ es inejoi 

^^redondear por defecto". 
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3. (a) </o.oo72 » VW xvio*^ 



, S: 8.485 10"^ 
.08485 

(b) 7720000 ^ 848.5 V 

(c) ^ ,8485 
' (d) -/O.OS Z .2828 

(6) ^800 iJ: 28.28 , 

(f) •✓8,000,000 2828" ' , 

l^s posible que se desee hacer m^s q\ie esto mediante tables 
de ral'ces cuadradas. Sin embargo, no incltiimos una Cabla de jral- 
ces cuadradAs en el texto, porque algunos maestros prefieren no 
usar nlnguna en este momento. 

^* (a) » 0.0124 

X «-/ 0.0124 6 X « -70.0124 

" I , . . \ 

El cbnjunto de valide| es {y^O.Om, -v^.0124}. 1 

yo.0124 I 0.112 • \ I 
De modo que, aproKimaciones para los elementos del conjunto 
de validez son 0.112 y -0.112. 

(b) 22.9 y -22,9 

5. 361 pies ' , 

6. 12 pies, con la aproximaci6n de un pie. 

7. 8.45 centimetros 



Reswestas a los Probleroas de repaso : pdglnas. 308-312: 
!• (a) 2?^ . U) (g) -y^ 

¥ (e) 31x172 (h) a^b^o^ 

(c) S/Ta . a^O (f) 12. • (1) 2 + 2^3 

2. (a> ya • ; : Cf) 2-2yr -^ ^^ ^ 

'(b) 10 ^ (g) 3 3^ I ^ • 

/ e y^onamboa 

(d) 3^*2^. a . £ b son no negatives 
enteros (l) i 

(e) 472 • • \ 

;3- (a) 2jal ' > . . . . 

(b) 

(c) , 1 

(d) .t.7|n,lqV2^ ^ 

(e) ^iVso ^ ' 

3 I 

. . (f) v»x^ i x / 0 ' 

3LQ3C ^ . * 

(g) 3p^\2 . Pi 0 • 

(1) SV^^T^ _ ; ' ■ , 

4. (a) {4 } . Observese que^/x = 2 no es ixn enunclado, si 

X ■< 0, Si se ctiadran ambos miembros de*/x =^2, se obtie- 
ne el eniinciado equivalent e x *= 4, pero cuadrar . ambos 

miembros de una ecuaci6n, no da sfempre un enmiciado 
equivalente. Esto se estudiar^ en el Capltulo 13. 

(b) (64) * 

(c) {72, -ys) ^ 

(d) Todos los m tales que -4 <^ m <^ 4« 



q > 0 



(f) 2|xi;+v^-3 * 
es eqtilvalente a 



2|x| + |x| « 3 
' 3|x| » 3 

|x| -1 

que es equival^te a 
(x » 1 y 0) 6 (-x-^ 1 



y X < 0) 



Por lo tanto, el c'e^ilito de validez es {1, -1) 
5. (o.) ^ + » ^ para x*'=^ 



(b) x >-/2para x > 0 

(c) Si 'v/a'^ + a a + b , , 

entonces ^ + « (a + b)^ 
, + b^ = a2 + 2ab + .b^ 

• ^ 0 » 2ab : ^ . 

Pero a>O y b>0, de modq, que 2ab > 0, 
Asl, 2ab » 0 y 2ab > 0 es una contradlcci6n. 

Si /a^ + b2 > a + b, 
entonces \ • ., 

+ b^ > (a + b)^ ' ' 

2 2 2 
a'^ b*^ > sT 

0 > 2a 

Pero 2ab •< 0 y 2ab > 0 es una contradlcci6n, ♦ 
Por lo tanto, J a^ + b^ < a + b / ^ 

Obs^rvese que no se le pidi6 al estudiante que probara 
la relaci63c?, pero incluimos la deniostraci6n en caso de 
que insista ^gn conocerla, 
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(d) ^ -V3 

(e) (yiR -yw) - (»» - n)para » > 0 y » > 0- . 

(f) lx| + 5 VlSS > (-X Observese que el' mleokbro de la 
izquierda es positivo y el mLesabT^ de la dearecha es 
negatiyo,. ^ 

6. ,/3§5 ~ 19.7 

7. VS900 X 68.45 ■ • ' 
W 3^ (e) 38.23 ' 35 

9.. (a) 10" - 1 (0) 10" + 2 ^.^j ^^,5 

XO. U) I (0) al • (e> x . l 

W ^ .. .(f) ^ 

11. (a) Todos los. ,X| tales que x -6, 

(b) (|} 

(c) Todos los y tale/ que y 

12, - n + 41 IfSalla en dar un niSmero- primo para n = 41 , por- 
que entoncej la suma de los dos ultimos t&rminos es cero. • 
Esto deja n^, woe tiene n ccmo factor. 

Si un en\inciado algebraic© es cierto para los prijjieros 400^ 
valores de la variable, no hay seguridad de que sea cierto 
para el 401?. 
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X3* La media de nCtmeros 

^ a + b + c 4-%^ , (n> sumando^) , 




_ Si A ^ • as ' la ^'media ^ijpuesta" ^ entonces \k media de la^s di-^ 

fereopias ;es . * ^ ^ ^ * . * 

^ (a ^) + (b - g) + - g) + ... (n smandos) - : 

a+b4y + ^.^'^ (n sumandos) ^ ng Propiedad conmutativa de 
""•^^ji / ^ la s\ima y la propiedad 

, distributiva 

} • 3 a+b+c+ , > , (n sxnoandos) ^ ^ g,, propiedad distributiva.. 

*n , " y la propiedad multipli- 

' * . . tativa del 1 

, Ciiando sumamos esta*media de las diferencias a nuestra 

, "media supuesta" ^^enewos 

a + b + c + . ^ . (n simaridos) ^ g + g 



9 T 


4 




n 


• • 




^ y esta 


es let media » , 






195? - 


2t)0' 




-5 


Suma de las diferencias es 


"S 


205 - 


200 




\5 


M^dia de las diferencias * 


11 


212 - 


"200 




12 




, 201 - 


200 




•1 


* Sximanda esto a 200 da 199^ 


p&ra 


198 - 


200 




-2 ' 


la i^edia "del equlpo^ 




232 - 


200 




32 






189* - 


200 




-11 


• 




178 - 


200 




-22 






196 - 


200 


» 


-4 






g204 - 


200 




4 






. .182 * 


'200 




-18 


* > . . 
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14, SI el rat6n pes4|'. x gramos al^empezar ^el' iKJcperimento, pesa- 
.ffi ^ gramos despLCi^s de la dieta n\jtritiya y T-fex) gramos 
al final- del ^perin^ento, '^'Asi, la difereneia es ^ * 

tI**-^?" " Ax. gramos.- 
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15» Si X es. el xr&nero de ctaartillos de jpintura blanca, a^tohced 
3k es\ el niSmero de xiuartlllos de pintura gris , y 

V X 3x - 7.4 , \, * * " " • . ; 

^ " ! ~ • X - 7 ' ' , 3x «■ 21 • 

Por tanto, el hombre compr6 1 gal6n y tfes ciaartillos de^ 
.pintura blanca, y 5, galones y 1-^uartillo de pintura g^jls, \ 
La infbrniaci6n sobi*e el cog to de la pintura era innecesaria, 

16. ▼ Demos tracidn: .0 bien Va < ^/F , yi = ^/F, <5 ^ > >/T • ' 

^. - - Supdngase que <*>/b^; ' 

V • entonces, >^ ^ ^ ^ entonces 

, . ^ < ^ipP'lL > b es tina contradict 

Sup6ngase que ^/a"*-^y^ - • * ^ ^ 

' ^ entonces : a « b ♦ ' t 

a.« b 2^ a > b es' upa Qontra- 
. dicci6ii:» 

* ' • . Por tanto , -/a > * 



Capitulo 11 
Sugerencias para ex^enes 



1» Describe el^ conjunto de los nlineros para los cuales los si* 
^guientes ^lombl^an n^eros reales: , • 
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2, ^Simplifica: • i - 

• , * * - 

(a) Vsf . (d) -/i? . 

. (b) W * <e) ^ : : 

:(c) VT ^ (f )^/2 VIS . 

3. Simplifica, si todas las variables representan ntSmerps posi-' 
. tivos: *. . , ' * 



wVg- ■ (d) vf -.vfOf 

(c) y ^ ' . (f) v^cTs -vl5)x 



4«' (a) Si -/a es \^ numero r^c^bna,!; ^que clase de riiiaero es 

a' - ' * , ' • 

, .. • I • 

(b) Si ay b 'son primes positives diferentes, jqu^ clase 

' ■ * \ - , > 

• . de n^imero es "Tab? , . f^; " > 

SivTBS 9,219 y V 8,5' ^ 2.939, halla aproximacibnes para: 
> * • 

« ♦ * * 

• %&) vCoTooei ^ • (c). V85000 

• » '. ■ . ■ 

(b) </850 '(d) > . ^ 

.. " ■ * ' , /a ^/a ♦ ' 

. 6, Explica, Vsando ejemplo, por que v>'^ ^ ^* rno es un 

> . eiMinciado para a G .y b ;< 0, , ' 

' 7, Explica por 'quS -Jtt tiene significado s61o -si x> 0, 
. 8. ' iESN/TTS^ racional o Irracional? - Expllcalo. 

9. Sim^lifica cada urio lie los ^sfguientes: 

, ' (a) ^/i5 V^* , (c)* ^ 

. . ^ ' " (d):V20 + yi5 ' . 
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Capltulo 12 1 > 
POLINOMIOS Y EXPRESIONES RACIONALES 



En este capltulo,' se introduce la descomposici6n en fac- 

* 

tores de expreslones por analogla con la factorizacidn de 
enteros positivol como justificaci6n. Se prepard el camino 
para estp en el C^tpftulp |L0» Un detalle importante es qu^ 
la factorizactdn de ndmeros racionales sdlo resulta signi* 
ficativa cuando el^problema *se restringe a.los enteros ♦ En 
la £actori2aci6n de expresipnes, la clas^de las expreslones 
racionales corresponde al sistema de los niSmeros racionales, 
y la clase de los pollnomios corresponde al sistema de los 
enterosn El prop6sito que esto'' im|^lica es el de mostrar 
que l4;5 expreslones racionales constituyen un sistema alge- 
braico con los^ polinomios ibomo un subsiS tenia. * ^ 

* Aoiique la discusi6n siguiente no. es para los estudiantes, 
impotta\ue el maestro entienda el, Algebra de l|is expresipnes 
Consid^rese, piof ejemplo, la'propiedad distributivaf 

. ^ a(b f c) * ab + ac 

Hemop entendido siempre qiie a, b, c son ndmeros reales,^ de 
manera que 6e trata detank asercidn acerca de n^Smeros reales * 
Lja asercidn comprende dos frases, "*a(b + c)" y."ab + at", - 1, 
y nos autoriza para remplazar. cada frase por la otra en 
cualquier enunciado acerca de ndmeros raale-s, sin alterar la 
validez del enunciado. Sin embargo, si olvid^mos, por el 
*momento, que hablamos acerca de ndmeros realeS'(como se 
tiacla comunmente en un tiempo en el Algebra elemental) 
tonces la propiedad (o "ley") distributiva se conviert^^ 
unA "regla^^ para transformar expreslones algebraicas, esto 
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es, una regla en el ^'juego^' He ^^manejar sfmbolos**. Besde 
este punto de vista, las diver sas propiedades &indament^les , 
con las cuales hemos estado'^trabajando, constituyen el 
conjunto completo de rejglas del juego. La atenci6n:se desvfa 
de^ este modo ^eJL sistema de los n\5meros reaJLes al l^nguaj e 
usado al hablar de los niSmeros r|ales. Aunque el manejo 
mecdnico de sfmbolps es totalmente indeseable^ es cierto que 
trabajamos con expresiones d^i^de este punto de vista « Esto 
es lo que hacemos cuando con^ideramos la forma de una expre** 
si6n. La diferencla es que el mane jo de sfmbolos en este 
nivel no^s mecfinico, |>ero si lo es con referencia a un sis- 
tema al^ebraico* Describiremos ahora este sist^a m^s cuida-^ 
dosamente* " 

En primer lugar, ''sumamos^' y "multiplicamos" expresiones 
utili,2ando lo que hemos llamadd sumas. y productos "indicados" 
De modp que, si A y B . son expresiones, entonces A + B 
y A*B son tambi^n expigp^siones * Escribimos adem^s A » B, 
siempre que para todo valor admisible de cada variable que 
interviene en A y B, los numerales- "A", y "B" nombren 
'el mism© nt&iero. Esto es, de hecho, una" definici6n de 
igualdad para las expresiones » Er^ algunos libros, esta clase 

de igualdad se llamia identidad . Mediante estos convenios, s% 
pueden obtener las siguientes propiedades f undAnen t al e s de 
la^ expresiones y efectivamente, se ban utillzado muchas 
veces durante el curso: ^""^ " , 

1. ..Si A, B ^son expresiones, ^ntonces A^+ B es una 

expresi6n. ^ 

2. Si A, B son expresitfnes', entonces A + B « B + A. 

3. Si A, B, C ■ aron *expresion^s , entonces 
• ' * ' (A + B) + C » A (B + C) . 
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4. Hay una expresidn -0 tal que ^ + 0 = A para 
toda A. 

5. Para cada expresi.6n A, hay una expresi6n -A tal 
que* A + (-A) = 0. 

^ 6, Si A, B son expresione6, A'B es una expresifin, 
?• S^i A, B son. expi2?esiones> AB - ISA, 

8. Si A, Bp C son expresiones,^>entonces (AB)C « A(BC)* 

9. Hay una expresidn 1 tal que A'l « A para tgda A.^ 
10. Para cada expresi6n A,* diferente de^O, hay nana ^ 

expresidn — , tal que ^t*r^ « 1. « . * " * 

* 11. Si ^ A, B, ^ son expVeslone^ entonces * 
A(B + C) » AB + AG. . . 

, De este ^qdo vemos quf la clase de las expresiones 
satisface^'a loS^ axionxa»ij de uti guerpo . jLa clase m^s peqiieila) 
feqnstituida s5lo por las expresio^ies rlcionales^ tambi^n 

X '^tiene estas propie4ades^. La clase de todos los polinamios 

* ^ * ' • i» * * 

- <o todgs, los poltLnomios*.con una variable sobre lo6 enteros) 

es'^un subsistema de» la^<^lase de las ^ expresiones r^icionales y 
* tiene todas esas propiedades, excepto la ndmero 10 • Ob§€i?- 
vese tambi&i»que el conjvnto d^ Ips, niSqieros racibnales 
' tambl^n tiene toiias esas propiedades y el de los enteros las \ 
^cumple todas, excepto, la numerp 10 — de aqtif, e\ paralel6 entire 
expresiones racionales y polinomios,. por iflfa parte, y nxSmeros 
racionale^V enteros por la otra^* ^\ "\ 

" ^ • * .1 ^ ' ^ ^ V - 

Una vez que 6stas|^opiedades generales quedan escable-^ 
cidas, podemos estudiar Xas expresiones t'acionaXes yMos 
polinonjijDs como slstemas algebraicos en sf mistnos, indepen- 
dienteihente de su conexidn con lo.s numeros reales . Esto es 
manejo de sfmbolos por excelencia . Nuestro estudio de la; - 



ERIC 



IB 81 



f actor izacldn, de la simplificaci^n de expresiones racionales 
y de la division ^e jpolaSiomios, constituye una pequeiia 
porci6n del estudio de estos sistemas generales, ^unque 
explfcitamente no lo hemos presentado como tal. Esta manera 
de considferar el lenguaje del ilgebra, que estS Implfeita ^en 
mucho de lo que hemos estudiado antes, y que de hecho ha 
saiido, a ia luz en el presente capftulo, se presentar^ fre- 
cuentemente en cursos posteriores de Algebra. Un buen estu- 
diante adopta autom5tic|mente este pun to de vista sobre el, 
Algebra' a medida que adquiere experiencia. Sin embargo, si 
lo hace antes de que comprenda, al menos intuiti-vtamente, que 
un sistema algetraico est4 dmplicado, s6lo confusion ser^ el 
resultado. Por esto es importante volver a los ndmeros 
reales cuando el estudiante muestre indlcios de manipulaci6n 
meoSnica de slmbolos. Para d^s.cusi6n ulterior, v^ase 
Studies in Mathematics , Volume III,- p^ginas 6.1-6.8. 



12-1. Polinomios Y factorizacidn ^ ' i *' 

En la mayor parte del capftulo, se trata de polinomios 

sobre los enter os . . La definic^dn de polinomios sobre los " 

enteros y el enunciado del problema de factorizacidn se dan 
— ♦ ^ 

en esta secci6n. El objetivo de la seccidn es primordial- 
mente el de presentar Vestas ideas mis bien que el de desarro' 
liar las ticnicas .de la factorizaci5n.^ De las iSltima-s se 
trata en las" prdxima supine o secciones. ^ 
pggina 314 . Si trat^ramos de ser cuidadosos con nuestro 
lenguaje, remplazarfamos la,,pala^)ra "enteros" Jor "numefales' 
de enteros" en la def inicj6n "cle polinomios sobre los enteros 



^ I- . • . ^ 

Puesto que ito liay. duda sobre lo que aqu£ se quiere decir, 

decldimosr mantener la definicidn lo m^s sencilla posible. 

.La definlci^n qgrriente de polinomio (con una varlal:%Le x) 

es la de 'una expresi^n de la foma 

I 2 

Con esta definicilSn,jla expresi6n (x - |^)(3x - 5) no es un 
polinomio^ sino que e^ Un producto indlcadL de pol^nocalos* 
Por otra parte ^ generalmente deseaoios llamar a esto ua poll- 
nomlo^ por que tenemoa en la mente la idea de que se puede 
escriblr como utt polinomio^ 

(x^ - >)(3x - 5) « 3x^ - 5x^ ^ 3x + 5.* 
Este enunclado pueo^conslderarse como una deflnici^n de la 
multiplicacl6n de* pollnomios^ ^^egdn se define aquf^ pues 
especifica el polinomio indii:ado por el producto dudo. La 
suma de polinomios puede considterarse en una forma parecida* 

En nuestro desarrollo, serfa m^s natural considerar como 
polinomios una clase mucho m^s amplla de expresiones. 
Entonces las def iniciones de sxama y multiplicaci6n son obvias, 
y una ecuacidn como ''la anterior pu^de ccftrisiderarse como una • 
def insici6n s i|e iigu^dad ^ . ^ * ^ 

Estos dos puntos de vista ^ aunque conceptualmente dife*' 
rentes I significan en la pr^ctica exactamente la misma cosa. 
La iSnica diferencia real consiste en el modo de p ensar en las 
expresiones mas bien que en^la forma de tratarlas* Asf^ 
.podemos siempre simplirficar cualquiera de nuestro s polino- 
mios (c9n una ^^arilible), jponi^ndolo en la forma especidl ya 
indicada y pensar en. el polinomio dado como represen^ado por ^ 



su forma simplificada- Adetqds de prestarse mejor al trata- 
miento informal de poliriomios que dese^baoaos dar, la defi- 
nlci<5n usada taml^iSn hace mils f^cll el es^tudio 4e los 
pollnomiqs con varias variables • , 

Respuestas al Con junto de problenias 12^ la ; piginas 315-316: 
»11 (a)^ (c) 5 (d)^ (e) son polinomios sobre los 

enteros* > * 



(b) , (f) son pojinomios sobre 

los nilineros racioixales. V, seqcidn 12-6.^ 

(g) es un polinotnio &qbre los 

- * • ♦ w 

laiSmeros reales, , 

♦ J- 

(h) no ts un polinjomlp j Sin^ embargo, obs^rvese que 

|x| + 1 puede representarse mediante polinomios; 
X + l\ ^'iv X 0 * ^ ^ 

xi + 1' ■ 



-X + 1, SI x^.O 

* * ^ " '2 

Un ejemplo mejor aqui es la expresi!6n, (jxj) 

A que no es un polinomio,^ pero puede escribirse 
como un polinomio, pues (]x|)^ « x^, Esto es 
x(x +1^ 

an41ogo a ^ ' ■ 2"- — ^ > que no es un polinomio, 
. X ^+*1 

pero puede escribirse como un polinomio^ a 
saber, xV ^ 
2*1 fa), (c), (d) son polinomios sobre los erfteros* 

(b) . es un polinomio sobr.e los ntSm^os racionales* IB 
(e), (f)$ (g) y (b) no son polinomios en raodo alguno, 
' \ segtSn nuestra def;|.nici6n. Sin embargo, como 

— 2^ ^i j^^^^f^^ Ip mismo que (x + y)^^ no serla 
. cen^uraTble considetar a (f) como un polinomio 
sobre 1^ raci9|foles* Lo que pasa. aquf es que 
JiLdlJf- = ( X + y)-^ por definicidn, mis bifen que par 
"virtud de las propiedades de l,os ntSmeros reales. 



I 



' ^91-' ' . 



395 



\ 



3. 



4*. 



for otra parte, no 4esear£amos cpnsiderar a (h) 

como un polinbmio a pesar de^que puede escribirse 
como \m polinomio: " 




(a) 2x^ - 4x 

(b) 2xy^ 

(c) t - 6 

(d) -^ I^V^ 



(g) I8t^ ^ I5t - 88 

(h) *f y - 2 



Todos son polinraiios sobre los enterosj excepto 
(d) y (e), que lo sx>n sobre los ndmeros racio* 
nales . * ' < 



(a) 0 

(b) ^ - 2 



(d) 4- u ^ 



(e) 



uv 



2 4- 23 - 6st 
,2 ^^2 



(f ) 2x*^ - 3xy - 2y^ + 5y - 2 



•Todos son polinomios sobre los enteros^ aunque 
los dos factores en (b) no lo son sobre l^s 
enteros. 

3* jSfl 'Esperamos que es^o sea evidente a todos, Lo 
mencionamost con el prop6sito de sugerir que tratatnos 
aquf con un sistema . 

6. J Nol Sin embargo J en algunos casos se puede escribir 
tal coclente como un polinomio. V^as^, por ejemp^^jlj^ 
- la parte (b) del problema*2. La idea aquf es sugerir 
el hecbo de que el sist^a de los polinomios no es ' 
cprrado respecto de la division, aunque algunas 
expresiones jracionales pueden escribirse ccMno 
pplinoroios. -r 
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Respuestas al Cohiunto 4e p roblemas 1^2- lb ; p^ginas 318-320: 

1. (a), (b),\U). (f) ^ 

(c) es, un caso de factor izar - 3 como un polinomto 
>> sobre Ips ndmli^ reales. 

(d) es un caso de ^actorizar 3t - 5 como un 

^ ; polinomio sobre los ndmeros racionales. , 

2. ?(c), (dK (f)/ 

En (a), (b) V (e), los polinomios sobre los enteros 
estdn factorizadosj pero los factores ni siquiera 
son polinomios A 

3. (a) • ^ , 

^ (b) es un caso de un polinomio sobre los ntSmeros rado-,^ 

^ nale$ factorizado en polinomios sobre los ntimeros j 

racionales* ^ ^ 

(c) y (d) no estfin factorizados . . 

(e) El segundo factor no es un polinomio, 
' 4, 2(e) (|tl ^ Ddtl - 1) « (lt|2 ^ 1) - . 1 

5. (aO, (e) 

6. (a) a(a + 2b) (d) 5xz (x - V) 

(b) 3(t - 2) (e) a(x - y) 

(c) a(b + c) it) 6(p - 2q + 5) 
7v' (a) zHz + 1) 

(b) 15 (a^ - 2b) 

2 2 • ■ 

(c) X (1 - X ) es el resultado esperado. Algunos 

' 2 

estudlantes pueden obtener x (l+x)(l - x), 
lo que es t^cnlcamente correct©, puesto que la 
propiedad distributiva est^ implicada. 

(d) a(a^ - 2a + 5) 

(5) 6(x^ - 24y - 25) , * 

it) y(5x + (x - 5)) <5 y(itx - 5) 
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(a) a ((2 + 1) - ^Wj^ (e) 6r^8(x - y) ' 

(b) a^b5(a + b > \l) (f ) • (u^ + v^Xx - y) 

(c) No hay factd^rizacitfn posible. 

\ (g) (x - y)(4x - y) 

(h) a^J^a^b^c^ 



9» (a) 1, 1, £^ (f) EX grado del product o 

es igual a la suma de 
los grados de los fac- 
. tores. 





ab(x . 


- y) 


(a) 


1, 1, 




(b) 


,2, 1, 




(c) 


5, 2, 


5 


(d) 


0, 5, 


5 


(e) 


2, 4 





12*'2 * FactorizacigtL^mediante la propiedad distributiva 

Toda la factori2acl6n no trivial de p'olinomios utili^a la 
propiedad distributiva^ asf comc^ las otras propied^ides de 
los nt!iiaeros reales* Sin embargo ^ los problemas de esta 
secci6n recalcan la propiedad distributiva en una forma 
especialmente dii^ecta y ekpl£cita« Esta £actorizaci6n*^^^e 
designa- a menudo "quitar factor es comunes (moncmiios, etc.)"* 
E^^emplo 4. Se presenta una* oportunidad en este ejen^lo para 
hacer hincapi^ en uno de los uso& mAs :^mportantes de la 
operaci6n de factorizar,* a saber, en la resolucidn de ecua- 
clones polin6micas. Puesto^que a los estudiantes les gusta 
resolver ecuaciones, esto debe estimular" su interns por la 
factor izacidn* 
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Respuestas al Coniunto dfe problemas 12- 2a ; pSginas 322 y 



323: 



1.- 

6. 

7., 

<u 

8. 




sobre Ids enteros 
sobre los enteros ^ . 
sobre los enteros 



3x»(2x - y) 
3st(5^- u) ^ 
56 - 6s + 5y) 

-xy^x^ - 2x l) sobre los enteros 

^b(6 + 10a - 21b) 

575(1 + s V2]f^ 



a 



6 a/2 



(5a - 4b) 



9«, NingiSn factor comdn 
10. . (a + 3)(x - 1) 

11. (x +' 5)(x »Hl) 

12. (n + v)(x - y)- 
(a - b)(a -h-b) 
(x + y)u 

0 

(sc + y)(5x - 5y + 1) 

17. 5a V~r (2 + 5b) , 

18. IX ! (5 + 2a) 

19. 7ylx»(l - 5y) 

20. (u + v)(r - s) 

21. (a + b + c)(x - y) 

22. (a: + b + c)x 



sobre enteros 
sobre los enteros 
sobre los enteros 
sobre los enteros 
sobre los enteros ^ 

sobre los en\:eros " 
sobre los eijteros 



sobre los enteros 
sobre los-ent;eros 
§obre los entered 
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Pjigina 324 ^ Es necesario ^jecalcar que la aeCmrizacidn 
impy:ca la escritura del polinomio dtado corap producto de 
polinomios« Sumas de prqductos no cuetitaipi/para BStos\efec- 

Re spues tas ay'Conjflbto de probl^as 12- 2b ; p^ginas 325-^26 : 

I. a(x + 2) + 2).^ (a > jfe + 2)* 
2;^ x{u v) 4^ y(u ^ v) = (x 4* y)(u ^-v) - v " 
3» a(2b + a) + l(2b + ») = (a + l)(2b + a} ' 

4. 3s(r - 1) + 5(r r 1), tJs + 5)(r - l) 

5. x{5 + 3y) - 1 {5 V^y)' = (x - 1U5 + ^y) • 

6. • 0 « " ^ 

7. a(a - b) +• G(a -Jb) « (a ■K«)(a - >)y ». 
: '8,' t(t - - '^) -^{t + 3)(t - it) 

9. * No^s Sactorizable. » ' 
' 10. (2a - 3b) \a - bV^) * - 

II. 3x(5a + 4b A 3c t^2d) . ' * . 
12, , 2(u^ b) + u(/S - b) + v(a - b) =.(2 + u + v)ta - b) 

. / 13. x(u + v^- w) + x(u +■ V - w) = (x + y)(u + v - w) 

14, a(a - 4x) + 2b{a-^ 4x) + 5c<a ,- 4x.) = fa + at) + 3c)(a-4x) 

|j , It).^ |(3xy-...^^y - .2ab) |(5y(x - 2a) .+ b(x\ 2a)j -^ ]f 

. • f(3y + b)'(x - 2a:) / ; ' 



16. 



+ 3x + X + 3 = x(x +3) + l(x +• 5) i= (x + l)(x + 3) 



^ 17. a? - ab + ab r- = a(a - b)^+ b(a - b) = (a + b)(a - b) ^ 
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12-3. Dif erencia de cuadrados 

Respuestas al Goniunto de problemas 12-3 ; p^ginas 328-331 
1. (a) - 4 . (e) - 

(b) i^x^ - y^" (f) - a^ ' 

(c) mV - 1 (g) 2x^ + 33ty - 2y^ 

(d) "9x^7^ - (h) + A^^. - rs - 
• , 2. ' (a) .(2x - l)(2x + 1) (d)' (1 - n)(l + n) 

» (b) 9(3:y)(3+y) ,(e) {5x-3)(5x"+» 

• (c) (a - 2)(& +2) • (*f) 4(2x - y)(2x + y) 

. 3. (a) (5a - bc)(5a + bc)(d") 4x(2x.- l)(2x + 1) 

(b) 5(2s - l)(2s + 1) (e) 4C2x l)(2x + l) * 

- (c) 6(2y - z)(2y'\ z) (f) (7x^ - l)(7x^ +1). 

. l[* (a) (x - 2)(x + 2) (d) No es factorizable 

sobre los enteros. 

V 

(b) No es'factori- (e) 3(x - l)(x -Ll) 

zable sobre* los ^ . ^ 

enteros . • , 

(c) (x^ + 2>(x^ - 2) (f) {hx^, + l)(2x - l)(2x 



5. 



(a) ta - 2)a - Cd) 

(e) (r^- y)(x + y -. l) 



•(b) 2a - 3 no es fac- 
torizable sobre los 



•(c) , Cf) . (^r - X - y) 

6. . (a) x^ 0 

es equivalente a ^ 

El conjunto de validez. es (-3,3) 

(o) ti. - |) (f) > , . 



401 



7. 



8, 



(ti) C2, - 21 

(a-) 396 
(b) 1591 
(^5) • 884r 
(d) * 593Jcy 



(g) . {2,-2) 

(h) U, -.5) . ' • 

(e) 9999 

(f ) 200D inn 

(g) 15B4m^ - 1584n' 



(h) 1584^ ^. . , ' 

(a) 899 = 30^-1 =='(30 - l)(30 + l)« asf, 899 es 
f actor izab le. ' 

(b) 1591 = 40^ - 5^ = (^0 - 3){^0'+ 3), asf , 1591es 
factorizable . 

(c) 391 = 20^ - 3^ « (20 - 3)(26 + 3), asf, 391 es^ 
factorizable* * ^ , * 

* ^ / 2 ' 

(d) 401 » 20 + 1, no puede descpmponerse pox dife- 

rencia de cuadrados. Con los m^todos de facto-* 
riEad6n prima, vemos que 401 no es divisible 

por 2, 3* 5, 7, 11> 13, 17 6 19* Por tanto, 
401 es primo. * * * ^ 

El reqlprdco de 2 ^3 es 2 + Nr3, y viceversa^ 

He aquf un ejemplo de un par de nutrieros que son 
rec£procos, ^pero ly.nguno de ellos es el otro 
f " invert ido" 
2 



(a) ^(5 1 V2) 

(c) - ^3 obs^^rvese que 4 es racibn^al 

*10. (b) (t + l){t^ - t 1) . . . ' 

(c) (s -r 2)'(p - 2s + ti)- 

(a) (3x l){9x^ - 3x + 1) 



*9 
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• (b) (t - l)(t^ + t + 1) 

' (c), (b - 2)(s® + 2s + 4) 
(d) (2x - l)(''^;c'^ + 2x + 1) 



12-4, Cuadrados perfect os 

. " ; 2 ' 

P3gina*332. Ejemplo 1. Un. polinomio cuadrHtico x + px + q 

* • 

donde P ^ q son entexdk^ un cuadrado , 
per fee to 5 si y ^solaraetite si: , 

iX) q es el cuadrado de un entero m* . 

* " 6 * 

(2) o bien p » 2m 6 p = -'2ta*^ 

Respuestas^ Con junto de probletnas 12-4a ; p^ginas 332-334: 

1. (a) '-9 <i) 5 

(b) 16 2n/3; el oero' debe tambl^n 

V - . ^ , aceptarse. 

icS'^^^ (k) 2*/35; 3 podr^ aceptarse. 

' I <d) t^ ; (1) 4t^ 

' (e) ■ (m)^ 16v^ 

(f) lOu ' . ' (n) * 56xy 

(g) 12s (o) 4 , ^ 

. (h) 9 (p) *6(x- - 1) ^ 

' 2. (a), (c)* (d), (e), (g), y (h) son cuatlrados per- 
f ectos . ' • ^ 

5. ^(a) (a - 2)2 • • (k) 5(i^ - x) 

(2x - 1)2 , {/) No es factoriz^ble sobre 

• * los enteros . 

• ♦ 

* (c) (xi^ 2)(x + 2^ (m) No es factorizable sobre 

• los enteros. 



(dX No es factori- (n) No es factorizable s^'obrfe 
2abl6 sobre los . los enteros* 



enter^^s 
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(e) (2t + 5)^ (o) 2a (a - 5^)^ , 

(f) 7(x + 1)2 " (p) ,(s + 5)^ , 

(g) No es factori- (q) . (tV s - 2)(t + s) 
z^ble sobre los 



enteros . if^ 

. (h) (2z- 5)^ ' (r) (x - l^^Cx + ir 

. (1) No%s factori-* * (s) (2^+8)^ 
zable s^bre los 

enteros, * ^ 

ki) (5a - - 2)- ' , " • ' ■ 

» * 

4. (a) +'6x + 9 (e) :}c2 - 2xy + 

, (b) - 4x + 4 (f ) x^ - 2x + 1 - a^ 

(c) x^ + 2,yT X + 2 , (g) x^ - 2x'+ 1 - a^ 

(d) va^ + 2ab + b^ (h) * 5 + 2 -/T' " - . 

(i) 100^ + 2*100-1 + 1 =10,201 

Pggina 334 . Ejemplo 4* El m^todo de completar el cuadrado 



se trata otra vez en la secci6n^l2-6 para poli- 
nomios spbre los ndmeros tzeales* Se i)sa tambi&i ^ 
en los Capftulos 16 y 17, al estudiar la cons- 
t3;ucci6n de las grSficas de polinomios y 
funciones cuadr^ticas* 

Ejemplo 5. Obs^rveseN^que hemos demos trado que 
el conjunto de validez.de esta ecuacitSn es el 
conjunto vacfo* Con otras jpalahra^s, no llegamos 
a la conclusidn de que es vaclo, s61o porque no 
podamos encontrar soluciones con nuestros mStodcB 
de factorizacidn, 

Este ejemplo seftala la relacidn entre ^^fac-^ 
toriz^r un polinomio sobre un conjunto" y 

"resolver la correspondiente ecuaci6n polin6- 
mica'V, Si una ecuaci6n polinfimica tiene 
soluciones" que son enteros, entonces ^1 - 



ERIC 



ion 



404 



polincoQlo puede ser factorlzado sobre los en- 
teros.^ y rfetrlprocamente. Si la ecuacidn 
polin&nica tiene soluciones que spn niineros 
realesr,'' entonces el pblinomio pi^ede ser facto- 
rlzado' sobre l^os ndmeros reales, y recfproca- 
mente* Asl, si una ecuacidn polindtnica tiene un 
conjiinto de validez vacfb, el polinomlo no puede 

ser* factorlzado* La conclusl6n.en el Ejempl9 5 
2 

es que x - 8x + 18 no puede factorizarse 
sobre los ntSmeros reales, * 



Respuestas al Xonjunto de problemas 12-Ab ; p^ginas^ 335-336: 

1. (a) + 4x + 4'^ 1 - (x 1- 

• = (x + 2 - l)(x + 2 + 1) 

• ^ = .(x +'1)(k + 5) 

(b) (X - 4)(x - 2) 9 , • ^ , ' ' 

• (c) (x'-4)(x'+2) . 
(d) (x - 6){x 14) 

* ^ (e) , (X - 12)(x + 2) " , * 

'(f) (X - 1)2 - l^(x - 1) + 4 - 9 •= ((x - 1) - 2) 2 > 3? 

y - (x - 3 - 5)(x -.5 + 3) 

* = (x - 6)ifc 

2. (a) . p = 1 - (d) niriKuno ^ 

(b) p ^ 8 d - -8 (e) ' p - 4 • 

(c) todos ^ » 
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(a) - lOy + 25 « 0 

, (y - 5)^ -"-0. ' V / ^ 

es equivalente a ^ 
y 5 0 6 y - 5 * 0.* , 

El con junto de validez es { 5 ) • 

(b) {|} 

(c) 9a^ + 6a + 4 « 0 * 

9a + 6a,^ 1 + =»p 

(3a + 1)^ + 3 «= 0 

(3a + 1)^ es ^ 0 para, todo a. - . 

Por tanto, el conjunto de validez es vaclo. 
.(d) El conjunto de validez es {23*. 

(e) ♦ El conjunto de validez es {0,2}. 

(f) E;L conjunto de validez es 0. 

(g) ' El conjunto "de validez es (4/^-2).\^ 
"(h) El conjunto de validez es {4; 6) . . 



12-5 . Polinomfo^ cuadg^ticos 

Esta^seccidn, junto con las tres secciones precedentes, 
comprenden todas las t^cnicas habituales^ para factorizar que 
se encuentran en los cursos corrientes de Algebra elemental. 
Aunque estas t^cnicas son importantes, no son definitivas. 
Las ideas en que se funda la factorizacidn deben sefialarse 
al.es tudiante en cada oportunidad, El'texto'contiene tnuchos' 
ejercicios preparados para afinar las t6cni<?as de factori- 
zaci6n del estuddante. Los /que se asignen deb^^^^cogerse 
con cuidado. No debe abrumarse a los estudiantes con 
multitud de problemas de pura habilidad ni deben evitarse 



los problemas de^ "idea's" • » A ^veces nps vemos tentados a \* 
jtBatar 1^; f actorjL2jgtci<5n en una;^oma'mec5*nica y asf .pepnitir-* 
/que ♦los e^tudiaijjtes cAigan^en.. la trampa de manejar cUega- * 

I* * * i * 

ijiente los sfmbolos .^ Este peligro existe siempre cuando ^s^ 
h^ce hincapi^ en las, t^cnicas, y es al maestro a quier/cOTres- 
pon^e mantener la debida perspectiva en ^stas situiiiciones * 
Pggina 338 , gjemplp 3. ^- lOx + 36 tampoco es factor!- 
Eable^ porgue 10 es.muy pequeflo. El mfnimo* 
Valt>r posi tivo.de ^p^parii el oual\ 

x/+ px + 49 ,es^ factor liable es' 14, *y esto da uni 
cuadrado p^rfecto. * x + 14x + 49 f (x + 7) 

, X +-13x +49 no es factoriza^ile, porque 13 
- es may pequefio* 

• ^ • El polinomio x^ + 40x^+^36 no es factor!- 

^, " ^ ' zable^ porique 40.es demasiad© grande. De igual 

^ ^ . ^ manera, x^ - 38x + 36 no^ es factor izable, 

, ' • porque 3^8 es demasia'do grande, x - 50x*+ 49 

* ^ (x - l)(x 49) 50 es eL valor, absoluto mayor 
— rqxie p puede^ teijer -para 'que + px + 49 sea 
/ ^ ^ ^ factorizabler V^fiHise los problemas ^^.'5, 6,mfisV^ 
^ajielante, ^ * , ' * . 

• • • . ^. 

Respxtestas al Con junto de problemas 12--5a ; p^ginas 3^9-342: 
1. 



2.. 



(a) 


(a 


+'5)(a + 3) 




^(b) 


(a 


- 5)(a - 3) , 




(e) 






(a 


+ 5)(a - 3) 


(d) 


(a 


- 5) (a + 3) ^ - 




(a) 


(t 


+.10)(t + 2) 




(b) 


(t 


+• 20){t + 1) 




(c) 


(t 


+ 5)(t + 4) 




(d) 


No 


es factoriaable 


sobre los ent^icos* 



4a) (a + ll)(a - 5) , , ' 

,(b) U-5(x - 2) , j \ 

(c) (u - 6)(u - 4) - , I , 

(d) (y - I8)(y ' ^ ^ / 

(e) No es factorizable sobre los enteros. 

(a) -(x - 4>(x - 5) , - * ' 

(b) * -(x + 12){x- i) ^ 
(q)v -(x + 6)(?c - 2) 

(d) -(x + 12) (x + 1) 

(e) No es factorizable sobre los entires. 

* - * 

(a) (a - 8>^ ' * 

Xb) No es factorizable .sobre los enteros; 8 < 24 64. 

..... ^ . 

(c^ Na^s factorizabld sobre los enterps. Puesto 

' ' 6 
que 2 es un factor de 36 ^ y 64 = 2,, los 

doses se deben separar. 32 + 2 <^6, y pual- 
quier otra repartici<5n de factores da sumas^ ^ 
'menores. * ^ 

(d) (a • 16) (a . 4) ^ 

\) No es factorizable sobre^los enti^i;o$. * * 

^a) <x - 3)(x +3) 

(b) No es factori2able sobre los jenteros* , ^ 

(c) No es factorizable sobre los lenteroa* 
(dy (h ^ 13) (h + 13) ' 

" " " "■ 

(a) (z 5 - 8)(z 5 + 1) .rf 

- * (z - 2)( z^V 2 z + »i)( z. + 1)( z ^ - z + 1) 



(b) ^ (b2 - 7)(b - 2)(b + g) 

(c) (a - 5)(a + 3)U - 2)ia + 2)* 



(d) (y - 3)(y + 3)*|+-9) 
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(a) (aW 7)<a 2) , 

(b) No es factorizable sobre los enteros, 

(c) ' (a - 12)(a - 9> . • . . 

108 * 2^.3^ , ' • 

es un factor de 21, p'ero Z no lo, es, de modo 

que lt)s tre&es se se^aran., per o los doses quedan 

en un factor. Asf, (3 •2^) + (3^) -21. 

. (d) (a + 40) (a - 15) 
/ 3 2 

( 600 = 2-3-5 * . 

De los fact&res 2, 3 y 5, sdlo 5 es un factor 
de 25, de mode que 16s cli^cos se separan, pero 
los doses quedan - en el mismo factor . 
Asf, pues, (2^-5) - (5-3) =25, 

(a) 3(y^"- % + 4) 5(y - 2)^ > 

(b) x(x^ + 19x + x(x + 17) (x + 2) 

(c) 5a(a^ - 3a + 6) " 

. (d) 7(x - 3)(x +3) . 

(a) El conj^nto 4^ validez es {12, -3}^ 

<b) El conjunto de validez es { 3,2) * 

(c). El conjunto de validez es {4,9) % 

(dy El conjunto de yalidez es {O, -6). 

(e) El conjunto de validez es {6,1)., 

^(f) El conjunto de validez es {3, *'2)*^ 

(g) t *;i conjunto de validez es {-4,*3)^ 

(h) El conjunto de Validez es 0. 

(a) Si X es el ndmero, entonces 6x + ?♦ 

El conjunto de validez es {7, -li 
El ntlmero podrfa ser o bien 7 6-1, 



(b) Si 'la anchura del rectfingulo es w pulg§das, 
entonces la longitud es v ^5 pulgadas^ y 
w(vr +^ 5) ^ -84* 

El conjunto de validez es {-12,7}** 

Asi^ el ancho del rectSnjguio es 7 pulgad^s, 

(c) El niSmero es o bieiu 1 <5 9 • 

Si la longitud de la hucha es x pies, entonces la 

anchura es 12 - »x pies, y 70 - x(12 -x)2* 

^ • . \ 

La longitud de la hucha es 7 pies, y la anchura es 

5 pies. . - • * • 

El duadrado tiene 6 pies de ladOj y el rect^ngulo 

tiene 12 pies ,de 3>argo y 3 pies'de aacho. 

2 ^ / 

Syp6ngase que (x + in).(x + n) «*x + px + q* 

•Entonces, mn^qj^trl-fn^p.^ ^ • 

2 *' 2 

Tambi^n^ (x - m)(x' - n) - x - (m* + ii^x + inp«x «-px + 

X + px + 36 es nin guadrado per:^ecto para p « 12 6 



p = -12. 12 es el imfciimo valor de |p| para .que 
2 * 

X + px + 36 sea factorizable. Lqs valor es de p^ 
para los cuales x^+ rx + 64ue« facforizable se 

obtienep camo sigue (obs^rvese que p = m + n, donde 

6 , " 
mn = 2 ) : * 



m*ji • m *4- n 

2^-2^ ' * 16 



Los vaXores positives de p son 16, 20, 34, ^5,"y 

los yalores n^gativt)S son -16, -20, -34, -65. ^ Los * 

cuadrados perfectos se obtienen para p » 16 d p -16. 
Observes J' que 16 es el valors mlnitijo que |p| puede' 
tener. ^ 
;^ El estudiante debe poder generalizar los resul- 
tados de los idos ejemplos y conje^uirar que 2n es el 
^ valor positivo mlnimo d6 p para el cnaal 

X? + px + n? es factorizable, y que esto da el\cuadra- 

2 

do perfect© , + n) . • 

El valor mlixlmo de p para el cu|il x"^ + px'+ n"^ 

2 ' 

es factorizable es n + 1, y en este caso, 

x^ + px + n^ « (x + l) (x + 'n^) . 
Los resultados anteriores son casos especlales 

del siguiente teorema general," cuya dCTiostraci6n es , 
demasiado diffcil para la mayorf a de los* estudiantes% 
Teorema . Consid^rese el polinomio cuadr^tico/ 

x + px + q," donde P q son enteros po^ttt^os. 
Entonces: ^ 

(1) El Valor m^ximo-de p •para el cual el polinomio 

' es factorizable es q + 1. 

(2) Ef* valor mfnimo de p para^ el cual el polinomio 

es factorizable es m + n> donde irai «^ q, y se 
^ / toman m x n lo m5s prdximo que sea posible* 

Deia»6traci6n : Sup6ngase que (x + m) (x + n) x px + q* 

( Entonces, m+n=p 2 inn = 'q. Obs^rvese que 

2 2 ' 

(m + n) - (m - n) « 4mn para todos los valores 

^ / 2 * 2 

de m n»^ Por lo tanto, p 4q + (m - n) * 



l'J7 • 



nto, tendi 



- Se deduce que p*^^ yVpoi> lo tanto, p^ tendr5 8U , ' 
^ * mayor valor cuando (m - n) as lo grande posibl^e* 
Esto ocurre 'evident emente con la factorizaciflij . ^ 
* * q « q ' 1 ^ dando p-m + n*=q+l% 

^ De igual IQanera^ p^,,y, por io tanto^ p, "t^endrS * 

. su vaJLor ralnimo cuando (m - n) sea lo ^^As pequeiio 
posible, ,esto ^^s, cuando- ia ^ n est^n lo m5s ^cerca - 
posible uno de otro . * ^ 

Respuestas al Con junto de problemas 12-5b r paginas 346-3,4? : 

1. (a) (x + l)(2x + 3) • ^ ^ 

(b) (2x + l)(x + 3) . * . 

* (c) No es factorizable sobre los enteros* Los tinicos 

factores con los^uales tenemos que trabaja* son 
A 1, 2 y 3, asi que la stuna "mlixitQa es 7. ^ 

2. (a) (3a + 7-J(a - l) 
-(b) (.5a - 7)(a + 1) 

(c) -(5a -+ 7)(a - l) 

5. (a) (4y -.l)(y + 6) 

(b) (x + 8)(x-4) * ^ 

(c) .(4a - l)(2a + 5) ' 

4. (a) No es factorizable sobre los enteros . 
*(b) (5x + l)(x - 6) , • - 

(c) 5(y^ + y - 2) = 3(y + 2)(y - 1) 

^5.. (a) (3x - 2)(5x + 2) 

(b) (5x - 2)2 * ' 

•(c). (5x + 2)2 ^ • 

6. (a) (5a + 2) (5a - l) . . ' ' 

(b) 5a(5a + i) . * J 

(c) 9(a2 + 1) 
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7. (ft)* 5tx r JX'^x - 5) 



8. 



(a) 



(c) 



5x + 9)(2x + 5) 
^. - 15) (5x + 5) 

6 + a)(l - W) ' 
(5x + l)(x - 6) 
7x ~ 2)(x +^5) 

P + q)^ • * 

2a - b)(2a - 7l3> 



10, 



^(a). • 2a^(a^ + 10a + 25) « 2a^(a +'5)^ 
.2 ^ . _2 




• (b) ^b(a - gfe + S5), a - 9a + 25 no.^s factorizable, 
puesto que 9 < 2Q.5. . - 

.•(c) (2a- + 5)(a -»-^ 
JLl. (a) 6(x - 25) (x + 
■ (b) ,(x J 6)(6x +;25), 

(c) 6(x + 5f. 

(d) (x - 6)(6x - 25) 

♦^e), 6x*^ + 25x +'1504;jio- es factorigaBTe^SolMrellos 

* " J enteros. 
(f) (3x + 10)(2x + 15) ' 

/(«) 3(x - 2)(2x - 25) I • 

(h) 3(x --2)(2x +'25) 
12. No» Hay solamente un f;actor 2 en el coeficiente de 
X , y ninguno en el t^rmirto constants* ^ Por. lo tanto, 
^ o bien el producto interno o el producto externo 
' . tehdr5 ^;^^^^or 2, pero no ambos. De este modo, la 



sxxaxa de los praductos interno y externo ser^S impar . 



13. 
14, 



Sf . . 3x^ + 5x - 12 - Ox - 4)(x + 3)' 

- ■ 2 • ^ 
(a) .8x + lOx -3=0 

' - <^4x - l)(2x + 3) « 0 
. es equivalent a a* 
' . 4x - 1 0 . 6 
6 



1 

^=4 



2x + 3 = 0, o sea, 

3 • ' 
X = - 2* • 
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1 3 

El con junto de validez es C-^, "/J^* 

* ' 11 

(b) El conjunto de validez es * 

(c) &1 conjmito de validez es(- • 

3 2 

(d) a^ - 4a + 15 no es factorizable sobre los ente- ; 
Si 5^ escribe * * • ' 



a 



(a - 2)-^ +11-0 



- 4a t 4 r« 4 + 15 - 0 



resulta claro que conjunto de validez e"^^ 

vacfo . . . , . 

• 4. 
15. (a) El conjunto de validez es { J. 

\5 2 2 ' 

. (b) El conjunto de validez es { -j, - "3). 

(c) El conjunto de validez es [-1, 3} . 

15 

(d) * El conjuntc^-de validez es ( '^). 

(a) (w - 4)(w + l^) 

(b) (x - l)(x + 7)' ' . 

(c) (y - i)(y + T) 

♦ 

(dj (a - 5 - 3b)(a - 5 + 3b) 

17. Si ' X . es uno de los" ntSmeros, entonces 15 - x es el 
otro mSmero , y * • 



+ (15 - x)^ = 13T 
x'^ + 2^5 - 30x + x^ » IJT ^ 
2x^ - 50x + 88 = 0 
2(x^ - 15x + 44) = 0 
2(x - 4)(x - 11) = 6 




El conjunto de validez es (4,11) 
^ ■ Losy^ityB^ ndmeros son 4 y 11. 



an 
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18^ Si la anchura del rect^ugulo es m pulgadas, su 

* 2 2 2 

longitud es w + 7 pulgad|y|^ y w + (w +/7) « 13 • 

^ 2 2 2^ ' 

. • , ; w + <w + 7) «^ 13^ . - 

El conjunto ^e validez es { 5, ,-12 }, ^ 
La anchui^a del rectiingulo es 5 pulgadas. . . 

19 • Si n es uno de los ntSmeros, n - 8 es el otro nd- \ 

mero, y * . ^ " - ^ ^ 

n(n - 8) - 84. 
El conjunto de validez es ^•6,14}* 
Los dos^nCuaeros son 6 y 14, 6 -6 y -14» 

20 • Si q es un ntSmero ijtipar^ entonces q + 2 es el 

niSmero impar -siguiente, y ; ^ 

q(q + 2) « 15 + 4q. 

. / ' ' ^ * * * 

El conjunto de validez es{-3,5), * 

Los ntSmeros son 5 y 7, 6 -3 y -1* • 
21* Si Jaime camina con velocidad de; x millas por hora, 
Guillermo cumina con velocid^id de x 1 millas por 
hora- 

• En una hora Jaime camina ' x-l * mi^llas, .y^uillermo \ 
camina (x + l)'l millas, Ent:onces^^ 

(xa)^ + ((x + l)-3^^ - 5^- > 
El conjutito de validez es {-4^33* 



Jaime camina con velbcidad de 3 millas por hora, y 
Guillermo camina con velocidad de 4 millas por hora* 

22 • Si la longitud de la base del tri5ngulo es b pul- 
gadasi la altura del trilingulo es b - 3 pulgadas,y 
. kb)(b - 3) - 14. 

J El conjunto de validez es {7, *^4} . 

* La longitud de la base del tri^ngulo es 7 pulgadas. 



-III 
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23. 'si la anchura del tect^ngulo es \^p±e&, 

w(14 - w) - 24. V • 
El conjunto de validez *es {12, 2} . t / 

La anchura del rectiingulo es 2 pies., y la longi-tud 

*es 12 pies* ' * ^ 



12-6. 



Pollnomlos sobre los niSmeros racionales o sob re los 
nt!Smeros rfeales * 



La, i4ea principal aquf es que un p<>linomi9 <^e no es 
f actorizable cuan^o se considera como un polinomio sobre los 
enteros^ puede ser f actorizable (pando se considera como un 
, miembro de la clase mfis amplia de todps los polinomios sobre 
los niSmeros reales* Con otras palabras, la factorizacidn 
depende de la clase di^ polinomios que se est^ considerai^o. 
Esta es una buena ocasi6n para plantear la cuestidnde 
\ si se puede^o no factor izar el polinomio x^*+ 1^ si admi- 
timos una clase m5s amplia de polinomios. Puede seilalarse 
que, para factorizar x 2^ tenfamos que pasar dq.*los ^ 
nCimeros racionales a los ^nCimeros reales, y para factorizar , 

+ 1, debemos pas^r de los ndmeros reales a los n\Smeros* 
compl^jos> que se estudiar^^ en un* curso posterior. Obs^rvese 
tambifin el» problema correspondiente de. resolver ecuaciones. 
La ecuaci6n - 2 = 0 no tiene soluciones, si solamente se 
permiten ndmeros racional^s, pero s£ tiene solucipnes, si se 
permiten ndmeros reales. An^logam^ente, la ecuaeidn . 

+ 1 « b no tiene solucione& en el conjunto de los ndmeros ' 
reales ^ pero sf tiene soluciones en el conjunto de los ni5- ^ 



r 



meros complejos. ^ 



/ 
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Respuestas al Conjunto de pyoblemas 12^; pCginas 352-^54: 

i. (a) ^ ^(^^ - 2-) sobre los ndmeros racionales 

sobre los ndmeros leales 
(b) 17^(1 - 5ti ) sobre lbs niSmeros racionales 

17utl - ^- V3 sobre Ips niimerp? reales 

^ ^ (c) . - V kt - it(t^ ^ 6t +8) 

s v ^ , ' ^ - 4)(t ^ 2)sobr^ lo^ nCm^ros 

, . racionales 

id) it^ - iit^ + 8t = it(t^ - 8t + 16)^ 



j= itft - 4)^ sobre los niSmeros racio- 
^ I . * nales , 

(e) . 16 - (a^ - 4)ta^ +4) . 

a (a - 2) (a + 2)(a 4- 4) 6obte los pidmeros 
racionales 

(f ) 4x^ + 9 no es f actorlzable sobre los niSmeros reales. 

2. (a) 2x'^ -6 = 0 ' . , 

. 2{x^ - 3) •= 0 . ' . * ; ' ^ 

2(x - + v^) - 0 _ ' 

es eqjuivalent^ a ' 

(x - yiHx +v^) = 0, • 

que a su vez es equivalente a 

.El cbnjunto de validez es {>r35 W^}. 
(b) El conjunto de validez es {0^ •^2^ - Nr2)* 
* (c) El conjunto de validez es (0), . . 



r 

ii3 




(a) x^.+ 4x - 1 » (x^ + 4x + 4) - 1 - 4 

-(x + 2)f-(y3)^ ' 

. ^ W-"(x + 2 - y5)(x + 2 + i^) 

•(b) x^ + 4x + 2 = (x^ + 4x H- 4) -K 2 - 4 

= (x + S)2 - ( v^)2 " 
.. . -[(x + 2 - ^/2)(x + 2 + v^) 

(c) x^ + 431 + 5 «= (x + 3)(x + i.) 

(d) x^ - 6x + 6 (x^ - 6x + 9) + 6 - 9 • ' 

' * * « u - 3 - y3)(x - 3 +vir 

(f) (z - 6 - y2)( z.. 6 + y^) 

. (g) (s - 5 - 2 ^/^(b - 5 + 2 V^) ' I 
(h) 2(x - 2 - ^)(x - 2 + ' ' 

(a) y*^ ^ 4y +-2 yo 
(y^ - 4y + 4) + 2 - 4 = 0 

. (y - 2^)2 . (^2)2 = 0 

(y „ 2 -V2)(y - 2 + Va) - O 
y 2 - 0 <5 y - 2 + ^2" = 0 

Las soluciones son 2 + -/y y 2 -nTI. 

(b) Las soluciones son .3 +^3 y 3 

(c) Las soluciones soa 5 + nT^S y 5 -nTTS 

(d) "^* No hay soluciones* ^ * 



55" 



(4 A . : 



(a) (a +1- +1+ 

(c) *(x-|-^)(^'-| + ^) 



(d) No es fafiBtorizable'sobre lo^mSmeros reaies. 
(a> El conjunto de validez .es " | + 

(b) Las solttciqpies son l+i^ y | - ^ • / " 

(c) ^ El coQj45in,trD de validez eis * 3^ ' 

1 • - ~ 

(d) Las sol\}ciones son ^1 y 



(a) 2x^ - \2x 5 - 2(x^ - 6x, ^ |) 

» 2(x^ - 6x + 9 - 9 - |) — . 

(b) 5(y + ^)(y + ^) 

(c) . 5(a - - -^)(a - + — [5) 
(b) {1 +^/|^ 1 



12-7 V El" 4^gebra *de las expresiones racionales 

Segun indica el tftulo de esta seccidn, esperamos que el , 
estudlant^ empiece a darse cuenta de que^ al tratar con expre- 

siones tales como los po.linomios, en realidad trata co:^un 
sistema. Puede ser natural el aHidir a esto en la clase si 
se presenta la ojjortvxnidad, aunque^probableme|ite no es 
oportuno en este momento el dedicar a ello una especial 
atenci^n* Los me lores estudiantes^ al menos, detten ya darse* 

cuenta* de que rtaestro trabajo con expresiqaes se basa en las 

* 

pperaciones de suma y multiplicacidn^* qae poseen algunas de 
las. propiedades de las operaciones correspondientes para los 
ndmeros reales. Como h^mos recalcado muchas veces que estas 
operaciones y sus propiedades son lo que da ^structura al^ 
'sistema de los ndmeros reales, dichos^estudiantes deberUri 
estar pr^cticamente dispuestos para p4nsar sobre el si sterna 
de la*s expresiones, en esta forma miis elaborada. ^ 
La analogia entre expresiones racionales y^ndmeros racio- 

nales y etitre polinomios y enteros deber^ puntualizarse* 

I* 

Qbsfiryese que el cero (asf como el 5, por ejemplo) es una 

expresidn racional. De hecho, el cero puede considerarse 

como un polinomio sobre los eij^teros* Si "A y B son ex^r.e« 

siones racionales, entonces A*+ B, A - B, y AB son eyidente- 

mente expresiones racionales • Tambi^n, ^ es una expr.esi6n 

B 

racibnal, si B no puede escribirse como la expresi6n cero. 
Sin embargo, pueden imponerse restripciones en el dominio de 
las variables que interviierxen en B para evitar la divisi6n 
por cero* Un ejem^lp de una expresi6n que puede escri^^irse 
^como la^ expresi<5n cero, es el siguiente: 

(x + y)(x - y) + y/- x 



Puesto que 

■ (x + y) (x - y) + - - 0 
para todos lbs valores Je Tas variables x e y, una expresi^ji . 

tal como ^ ^ ' y , ' . 

* (x + y) (x - y) + y* - X . 

no es 'un numeral para cualesgfti'era valores de las Variables, 
y, por tanto, .no puede ser 4drti^ida como una exjpresidn 
racional.* a\3n con el convenib de restringir el dominio de las 
variables. Las expresione? que pueden escribirse comb la 
expresidn cero soi orecisamente aquellas que representan el 
ntSrtpro cero para todos los^ valores de .las variables. Cc|n 
otras palabras, son-"iguales a cero" en el sentido de la 
de£inici6n mencionada en los comentarios ^elii^inares en 
este capitulo. . 

Respuestas al - Con junto de problemas 12^; pUgina 359 : 

2, si y / 5 

• 4. si b / 1, b - 1, a 0.* 



5. 



6. 1 si X ;^ 1, X / - 1 

i 



X17 
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12-8. Simplificacl<5n de suma& . de expresiones racionales 
Respuestas al Conjanto de problanas 12~8 ; p^ainas 362-363.: 



• 3 2 3 5 2 X 



15 ^ 2x 15 - 2x 
= —V" r — ? " § — 



2. -irrF^c a Bc^F ac cab 



be . ac . ab ^ be + ac + ab 
aBc abe abc aEc 



5- V- ST" - 2 



4. 
5. 



.1.2 .1 


. a^ ^ 2 


. 2a2 


2-^ 


a 


— ? 
2a*^ . 


2 a 


4a^ 2 


- a - 4a2. 


«s «■ — ■"■ W - 

Sa*^ 2a^ 




2a''^ 


5 . X - 1 . 




- 1 4 + X 


c - 1 .' X - 1 - 


X - 1 


" x^ 


;5 ^. m - 


2,2 


. m - 1 


~ m - 1 . m - 


2 ' m - 


2 .ni - 1 


?m - 6 + 2m 


- 2 


5m - 8 


" (m - l)(m 




(m lj(m - 



X X „ X . X - 3 i X x_+. 



_ ■^v - x^ - 5x 8x 

= (X /5J(x - - - (X f 5)(x ->3) 



7 - 



8. 



2 2 
X - 2xy - y 



Cx - yyix^+ y) 



9- 
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/ X - 9 

. {a-b)2 
Hi ^ 6a ^ . 10 

- 5}la-+ 1) 

15 • -r- — — 



(x - 2)*^ (x t- 5) 
2y' 



16 . ' / > ?y 4-10 , 



11a ^+ 65* 



21\ X - y 



\ 



^9- x(x -1) • • 

118^^+ 65* 



it ^ 

. . ., ^ 

24. El coitjunto es cqrrado respecto de estas dperaciones* 
Esperamos que el estudiante se est^ ya dando cuenta 
^ ,ae que se trata de otro sistema* , 



12-9 DivisijSn de polinomios 

~La idea fundamental en esta aeccidn estS representada por 
la jsiguiente propieda'd del sistema de los pblinbmios : 

Sean N ^ D ^ polinomios^ con ^ D diferente de'^cero. 
Entonces, existen polinomios Q j con R de grado 
^ menor que ir^ tales que ,N « QD + R. ^ 

Esta propiedad es an^loga a la sigulente prbpiedad del sis- ' 
tema de los enteros: . • • ^ ' 

Sean n ^ 4 enteros positivos, con d, diferente de 0^ 
Entonces, existen enteros positivos q 2 ^ menor 

que d, tales que n » qB + r. ^ * 

La analogla de estas propiedades explica adem^s el 
paralelo entre polinomios y enteros • Justa^ente lo mlsmo 
que el proceso de la divisiSn en aritm^tica es un procedi- 
mien to sistem5tico para obtener los enteros <J ^ asf * 
tambi&i el proceso de la divisi6n de polinomios es simple- 
mente un procedimiento sistem^tioo para obtener los poli- 
nomios Q y R . * ^ I ^ 

Nq debe permitirse que la t^cnica de la divisi(5iy oculte 
la idea en que se basa la divisi<5n, De importancia matem^- 
tica^aqui, son las propiedades estructurales del sistema' de 
los polinomios, implicadas por la existencia de Q R. 
Este es otrp caso en el cual una t^cnica tfpica em Algebra 
elemental , puede ser provechosa al desarroll^r algunas ideas 
matem^ticas i^nportantes . ^ 
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Respuestas al Con junto, de problemas 12-9 a ; p5gina 367 : 

1, (a) r'asa^ - 7a*+ 12 ^ . 

(b) -2x? - 2x^ - 7x + 8 • 

(c) -2y^ + 4y - 5. ' ' 

2. (a) 15a - 20 . ^ 

5\ - 



* (c). 2y^ + lly - 16 . 



Respuestas al Conjunto de problemas 12->9b f 'piiglna 368-: 



1. X - 2[ 2x^ - 4x.+ 3 = 2x(x - 2)*+ 3 
2x^ — 4x . ' 



.2 



Asf, Sx*^ - 4x + 3 « ex(x - 2) + 3 

2x^- 4x + 3 ov 

i2 



2. 4x^ -,4x -*i5sj= (2x - 5)(2x + 3) 



y ^ + 3—^ « 2x - 5 

3. 2x3 - 5x^ - 8x + 10 B + 2)(2x + 3)'+ 4 

• ' ' gx^ - 5x^ - 8x+ 10 •2 , 4 

y 2x + 3 " * - 4x + 2 + 55j-qrTr 

4. 2x3 - 2x^ + 5 = ^2x^ + lOx + 60)(x 6) + 365 

y 

.5. 2x^ + 31? - + 2 ^ (2X^ + 2x3 + 3x^ I 2x - 2)(x - l) . 
f -"1^^ " ^ 2*^+ 2x3 ; 3x2 - ^ - 2 



12/ 



6.' 3x5 - 2x^ + ii^jt + 5 (x^ . X* + 5)(3x + 1) 



Respuestas al> Con junto de pt^oblemas 12">9c ; pli^lqa 370: 



1. X -3 I x^^ 3k- Tx.-.'i' 

3,2* 
*x^ - ,5x 

* 



+ 7 



1 



7x- - 1 

7x'*> St ■ 
20 ' 



Comprotacidn:{x^ +,7)1«*- 3) +'20 = x^. - 3x V7x - 1 
.3 ,-2 



Par lo tanto, ^" -^3'^^." ^ 



2 ' „ 20 



2. X + 5 + 



X - 5 



■=5 2 - 1 

3. - 3X*' + 



4. 


- lOx +■ 


9 






f * 


( 




5.- 


2x - 5 






6. 


2 

2X + X - 1 


+ 


2 

3x 


7. 




+ 




' 8. 


Cx' - X^ + X - 


1 


+ x 


* 9.. 


4.' 3 2 
X - x-^ + X - 




+ 1 



- 11 



• / 



'Ok 



10. 



I* f ^"^ 3x - 15 



11. f< -TT^ + t-snrr 



Nota: El cpciente es un poli 
na. 



nomio sobre los ndmeros racio 
alee • 



^ 
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13. N = QD + R ' • . 

Si R = 0, entonces N ■ QD, y D es un*^fattor de N 
. .Por tanto, 'si se divide > por D y no hay residue. 



> entonces IX es un factor de N. 



X + 5 



2x 



- i^x?. - 7x^ 



- 4x5 - 



i 



5x*^ + I4x 
'4 .5x^ + 



-X - 5 
-x - 3 



4 3 
As£s 2x + 2x 



rJ" + 14x - .3 - (2x^ - 4x^ + 5x - l)(x + 3) 



Respuestas al Conjunto de problemas . 12-9d ; piigina 372 



(a) 2x 4*^' + ^.'g ^ - 

(b) 2x - 5+ 5e§5r7 
(o) - 4x + a + 



2X + 3 
2< 



(d) x^^|c.7^^^ 

(e) - 2x + 5 + 5^=^ 

(f) 2x - 1 + ' 

x'^^ + 3 ^ 

83t - -1 



(g) X + -I 

X - 2X - 1 ; 

(h) 3x^ +'4xV.10 +^#LjLJ1 



A 



5 53c^ « 2x 

2 • 



(d) l:2x^ + X ^f SXSx'^ - 5), + ^4 

2x7 + X « 5 



2^ (a) 5x5'-. 5x^ + 1 

• . (b) x^ - ap + 1 

(c) 2x^ + 2x'- 1 

I) |2x^ 5)( 

Por lo' tanto, 2x^ + x - *5 no un factor de 
* * 4x8 + 2x5'- 20x2 ^ lOx + 25. 

."Respuestas V los Problemas de repaso ; pSginas 37^-382: * 

• ^ ' ^ 

1. Todas son expresiones racionales, excepto (i), (j), 
(k),V - 

(a), (b), (c), (d), (e), (f), (g), <q), (r), (s/, 
(v), (w) son polindmiqs . • 
% (b), (q), (r), (v), (w) son pol:i.nomios con una 
I variable • 

(a)^ (b)^ Cc), (d), (q), (s),/(v) son pollnomios 
5obre los entaros. ^ 
- (e), (f), son polinomios sobre los ndmeros 

/ racionales, pero no sobre los enteros* 

(r) , (w) son polinomios sobre los nCraieros reales^ 
^ pero no sobre* los ndmeros racionales^v ^ 



4/; ■ 
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. (c) (x + y) '+ y para numeros no negatives (^x + y) 
>. (a) 4 /3 - 6 >/2" 

* (to) 5^^.*^ 2 + 2 = 5 + 2 

. (c) X - 1 * 
h, (a) ,(x - 2l^)(x + 2) 

(b) No es factorizable sobre los enteros . 

(c) 3a^b^(ab^ - 2 + 4a^b) 

(d) (x - y)(x + y) -4, (x + y) = (x + y)(x,- y >- k) 

•(e) (x - y)(x + y) + 2(x - y)(x - y) - 3 (x - y)(x - y)^ 

= (k - y) ((x + y) -f 2(x - y) -3 (x - y)^) ^ . . ' 

= (x - y)(x + y + 2x - 2y - 3x^ +^6xy - 3y^) 
= (x - yX^x - yv- 3x^ + 6xy - 3y^) 
. (r) .(3a - 2)(2a - 5) • . 

'{'&) (3a - 2)(2a + 5) . v • ^ 

(h) i^(x - y)5 + 8(x .- y)^ - 2(y - x)^ Obs^rvese que (y -x)' 
= 4(x - y)5 +.6(x - y)^ * . 

= 2(x - y)2 ^2(x - y) + 3) - ' . . 

. = 2(x - yl^ (2x - 2y + 3) * . 



(1) 



2 2 
X + 2ax + a - bx - ba 



ox - ca 



» (x + a) (x + a)(b + c) 
« (x + a)(x- + a - b - c) 
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5/ (a) Los factDores positives de 12 sad 12j 

„ k puede ser 13> 8^ 7* ^ 
( b ) ^ - 1> 5 

« 2 + 4 ♦ * ^ 

k pue.de &er 5^ 8, 9 • 

(c) 

6. (a) . - , 

175a o 
ab(a - bj 

7. (a) - X - 2 

• (b) x^ + 4x^ - 4x - 1 . 
• ^ (c) x^ - X + 1 - 

(d) x^ + x^ + x^ + X + 1 

8. (a) {- |3, al X ;^ 0 . 

(b) (25}, 'si 0, 7^5^ 

(c) (- |), . si X X ;^ -2 . 
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(d) (2,-1:)* si -3 

(f) (9,-9} 

(g) (0,|,-|} 

(h) |x|^ + |x| - 12 

+ |x| - 12 » 0 
(W tV)(|x| - 3) = 0. 



|x| - + H » b ixl'* -3=0 

|x| = ~4 'lx| =3 



Si X = -3, • Si X « 5> 

|-3|^ |-3| =12 ^ \, |3|^ + )3| '= 12 

9 + 3 * a» 12 9 + 3 •» 12 

Por lo tan to, el con junto de validez es (-3, 3}. 

9. (n + 3)^ ^ I? - ((ri + 3) '- n)(n + 3) + 

- 3 (2n + 3) 

10. X 3 I x^ - + 6x^ - 3, |x^ - 

• x^ ~ 3x^ 

- 2x^ + 6x^-3 

- 2x3 + 



s 



-3 



Por lo tanto, 

X* - 5x3 
as£ que x - 3 no es un factor. 



X* - 5x3 +6x^-3 - (x^ - 2x?)(x - 3) -3 
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11. (a) El grado de R menor que 3. 
<b> El grado de es 97 * 

12. (a) ' Cuando utilizamos Im igualdad para indidar que 

tina expresidxi, est5 '*escrita en" otra forma, se 
entiende que la ecuaci^n es urf enunciado cierto " 
part^ todos Ids valores admlsibles de las varia*- 
bles* *^Por lo tanto, en este caso, el ^con junto* 
de vaiidez consiste en todos los ntSmerp^ 
Veales* 

^ (b) Podemots aslgnar cualquier valor a Bfbr 

ejemplo, si x » 0, obtenemos ^1 - 2'(-l) + R, 



por lo tanto, R « 3t Un va^lor mejpr es 

X 1$ puesta que en este caso 

4 3 2 1'^ 

2-1 +1-2(1 +1+1 +1)(1-1)«R^ 

* " ' * , ^ , ~ -~ 

■ 3 - 2-4-'0 R » ' * 

3 - R ' • 

La idea es que con este. valor de x el primer 
t^rmino en el mleinbro de la derecha de la 
ecuacidh es dutomSticament;e cero^ cualquiera que 
sea el niSmero 2(x^ + x^ + x + 1) • (V. el 

pr 6ximo pr ob lema . ) 
13. En este problena no conocemos y serfa trabajoso^ 
obtenerlo. Sin embargo ^ la eleccitJn de 1 para valor 

de X da • ' ' V ^ 

100 17 
5*1 + 3'1 - 1«- Q(l - 1) + R 

7 = Q.O + R 



ft 



7 = R 



Por lo tantOj'^^obtenemos el valor de R, a pesar de no 
saber qui ijjSQi^i^o representa Q cuando x = 1, 
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14. <a) Q fis de grado 7 . * 

(b) Si R 0, X - 1 es un factor de 4x + n. 

(c) ^ Si X » 1, entonces * r - 
' ^ 4.1^ + n = Q.O + R ' 

" ; , 4 + n« R ; 

Por^ lo tanto, si n «» -4, ' entonces R « 0, 
' x-^3\ 2x1"^^ - 5x^^ + 1 |2x^^ - 6x^5 

6x^^ - a8x^5 ' \ \ . 



15. 



For lo tanto, 

2x^^ - 5x^^ + 1 = (2x^^ - 6x^^)(x + 3) + (13x^^ + 1) " 

16* Teor ema . Si X t> son ntSmeros reales posijtivos y 
distintos, entonces 

^L±A > ^.(^ 
2 

Demos tracidn : Si a + b - l^Jah > 0^ * 

entonces ^ + b - 2 slUh + 2N/iB > 0 + * 
(Propiedad aditiva de la ordenaci&i) 

6 ^ a + b> 2 ^/ab, ^ 

For lo tanto, — - > sTab. (Propiedad multiplicativa # 

de la ordenacidn) 

^ POr lo tantOj ^61o debdmos demostrar que 

.^a.,+ b - 2 sTaB > 0. / ^ 

Observes e que , 

a + b - 2 Nrab = a - a-Ta Th + h , 

2 

- ^Tb) . . 



A 



■• . V ... 433 



Siendo a ^ b, tambi^n ^ya.^^^^b,' y asl, -Ta - "/b ,^ 0. 

Puesto que el cuadrado' de cualquier ndmero real dis- 

• „ . ■ ' «i 

' tinto de cero es. positive, se deduce que .* 

•a + b - 2 > 0. " : * 

17 . Si X es el niSmero de mlnutos transqarridos hasta ^ * 
que se enojientren, entonces x • 6 es la . 

porcidn del trabajo total hecho por un muchacho, y 

, x« ^ <5 — es la porci6n dfel trabajo total hecho 
- -43. ^5^ - 
por el otro muchacho. Despu^s de transcurrir x -mi- 

nutoSi las dos fracciones deben sumar 1. Entonces, 

X-+2L_ » 1, y x « 18. 
^ 30 45 ' . 

18. "Si n es el niSmero de libras de bombones que se 
venden a $1.00 la libra y que se han de usar en la \ 
mezcla, entonces 40- n* es el ndmero de libras de 
bombones que se venden a $1.46 la libra y que.se han 
de usar en la mezcla. Luego, (n)(100) .es el, valor en 
centavos-de los bombones m5s baratos empleados en la 
mezcla, (40 - n)(140) es el valor en centavos de los 
bombones mfis caros incluidos en la^mezcla, y (40) (HQ) 
es el valor total eji centavos de la mezcla . Pgr lo 
tanto, lOOn + (140)(40 - n) - (40)(110), jr « - 30, 
40 -.n = 10. De aqu£ que se incluyen en la mezcla 

, 30 libras de bombones de $1.00 la libra, LO" libras^ 
de bombones de $1.40 la libra. ^ 

19. Si X es el numero de galonei^ tornados de la mezcla , 
entonces la cantidact de agua .al principio menos la 
cantidad^ de agua de la porci6n tomada, mUs el agua 
agi;egada son iguales a la cantidad de agua que habr^ 

al -final. • 
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,85(100) - .85x + X » .90(100) 
i ■ 

Asi, 33^ galones de mezcXa se tomaron. Unaecuaci6n 
basada en la cantidad de sal en la solucidn es 

<.15)(10a) - (/15)<x) « -10(100), 
donde x es Qtra v:e2 ei ndmero de galones, tornados 
de. Xa me2;cla. 

Si r es la velocidad del tren, entonces lOr es la 
velocidad del avi6n de iretr oprgpulsidn , En 8 horas 
el treri'r^corre 8r railltf$, y en unahora el avifin • 
^ecorrerfi lOv millas. ' ' 
Entonces lOr - 8r + 120'. 

r « 60., la velocidad del tren en millas 
< por iSfra* 

lOr « 600 , la velocidad del avi6n en millfis 
^ por hora. * 

Si r es la velocidad de un tren, entonces -^r es la 
velocidad del segundo. En 3 horas y 12 xninutos^ 6 
3^ horas, ' ^ 

■^r + ^(^r) a 160. t 

* 

^ r «= 30 millas por hora 

2 . > ^ 

^ s= 20 millas poir hora ^ 



- 10 horas ida 

30 



300 



15 horas vuelta 



20 

Puesto que la velocidad media^ para todo el viaje 
debe comprender la diTs'tancia total y el tiempo total , 
la velocidad media* es 6 24 millas por hora. 



131 



435 



Si d es la distancia en piillas a la ida (d>0), y 

la velocidad e§ r miliar por hora, el' tiempo de 

• • d ■ ■ ■ ^ ' 

ida es — horasV A la vuelta, si la velocidad es 

■ ^ * d 

\jq millas por hpra, el tiempo es — horas. La dis- 
tancia total, 2d millas, diyidida por el tiempo ^ 

total. — + horas, seri. * ' 
I , * r q ^ . 

gd) 2d rq _ 2drq . 

d ~ d ~ d 'd * rq ' dq + dr - 
r q r q " I 

' = gdrq ^ gl*q . d " ■ 

' dU*-i« q + r ^ . ' 



mlLlas por hora, q 0, r 0« 



3 + r 

Aplicando esto al problema 22, 

2(30) (20) 1200 < . 
: 30 + 20 50 

= 24 milla§ por hora. 
El estudiante deberfi observar que la distancia 
recorrida no afecta a la veloci^dad media* 

Si X es el primer entero^ entonces x + 1 es su 

. ^ 11 

oi^^^orN-^ ^r^^ -v-a^-TT^T-ri^os SOU ^ y » respec 

• X X 1 

mentfe . 

^or lo tanto, | + 5p4~T^" ffe' si x / 0, x ;^ -1. 

l82(x + ly + 182 (x) = 27x(x + 1) 

' (27x + lH)(x - 13) =0 

X " 13 = 0 ' 

X = 13 

. . ■ 27x + Ih. = 0 
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Esta ecuacidn no^tlene solucidn en ndmeros ent^os* 
Si X entonqes ' ^ I * 

De este modo^ el conjunto de validez del enunciado 
es {13},^ y los enteros requeridos son 13 y 14. 

X 3 ^ X - 3 2x , . * 

^JE — ^ — * * 1^ 1, si • X ;^ 0. 



Si jX ,es el niimero, entonces 



« 



x*" - 6x 91 » 0 



(x*<- 15) (x + 7) = 0 

-je - 15 » 0 X + 7 = 0 • 

'si X - 13> ^ , Si X >= ^7, 

13^ = 91 + 6(13)> (-7)^ - 91^.+ 6{-7), 



169 « 91 + 78 ' 49 - 91 ^2 

Por lo tantOj el conjunto de vaMdez es {13^^ -7).. 
Si n es la velocidad en mi 1 la por hpra del carroir 

m^s rlipido, entonces* n - 4 es la velocidad en mi^as 

360 

por hora del segundo* Luego, es el ntSmero de 

n • 

horas que viaja ^1 mis r^pido, y ■ es 'el ndmero 

n - 4 

de horas que viaja el mas lento. Por lo tanto, 

360 + 1 . 360_ si n ^ 0, n ?4 4, n>0. - . 
n n - 4 » / » 
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. 360(n 4) + n{n - 4) = 560n 
360n - 1440 + 4n = 560n 
. n^, - 4n - 1440 = 0 
(n + 56) (n - 40) , » 0 - 



+ 36 « 0 ♦ , n - 40 = O - 

Esta ecuacidh no n = 40 , 

tiene soluci6n en Si n = 40^^ 

ndmeros* positivos* ^ 1 ^ ^ 

^ 9 + 1 ^ 10 

For lo tanto, el ntSmero' positivjD del conjunto de 
valideE ,es 40, y las velocidades son^ 40 millas por 
hora y 36 millas por hora. 

Si el anchb del espacio es w pies, entonces el 
numero de pies del largo de la alfombra es* 
20 - "2w, y el ndmero" de pies^del ancho de la alfombra 
es 14 - 2w. Por lo t^nto, se tienen dps nombres 
* disponibles para el 5rea de la alfombra, y aparecen 
como miembros de la siguiente ecuaci6n: 

(20 - 2w)(l4 - 2w) - (24)(9), 0 < w < 7 . 
280 - 68w + 4w^ = 216 

- 68w + 64 = 0 

- 17w + 16 = 0 
(w - l6)(w - 1) = 0 

w = 1 

w - l6 = 0 no tiene solucidn 'tal que w < 7. 

Si w = 1 , 

. '(20^ 2)(14 - 2) = (24)<9) . , 
^(18) (12) = 216 
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De este modo, el conjunto de validez de la ecuaci^n 

Por lo tantOj el ancho del espacio .es 1 pie» t 
2f9, Si X es el ni&iero de titiidades del largo del cateto 
menor, entonces, 2x + 2 es el n^ero de unidades 
del largo del cateto mayor. Por lo tanto^ por la 
relacidn pitagSrica, * ^ , 

+ (2x + 2)^ a 13^* 6 < X < 15. . ' 

+ hx^ + 8x + 4 = 169 ' ! 

5^^ + ,8x - 165 = 0 ' " 
(5x + 33) (x - 5) « 0 ; 

5x + 33 * 0 no tierre solucidn positlva. 
^ * Si « 5j 

^5^ ((2)(5) +2),^ 13^ 
* • ^ * 169 * 169 ^ 

De este^TiiodOj el conjunto de validez es {5)j y el 
cateto menor tiene 5 unidades de largo > y el cateto 
mayor , 12 unidades . 

30^^ 3^tr^ « que es irracional . 

/TT 2 yio yio - , • 1 ' ^ 

v*4 Vj^ ^ — ^ — ^ E 9 que es irracional* ^ ^ 
3/ ^^^Q V 800 VlOO WlOO ^ * 

V.0008 - v^R5C55 » '^ imooo " ■ 160 ° — 55' 

que irracionalt 

que es racional. 



1 '^'^ 



ERIC 



SI el ndmero de dos cifras es lOt -I- u, la soma de sus 
clfras es 1 4- Uj jij ^ , 

t + u 7 t + u ^ . 
lot + u = H + 4u + 3 

2t - u = 1 , . ' 

u *» 2t - 1> i u es un entero positivoi 9 . 

Si t — 1, entonces u ^.l, y el ntSmero es 11; 

si t 2,' entonces u».3, y el nC&mero 'es 2^; 

si t - 3, entonces u = 5, y el niSmero, es ^35; 

^i ' t « 4, e'htonces u « 7, y el niimero es 47; 
si • t = 5, entpnces • uV» 9, y el ndmero es 59. 



lOt + u 

Si t « 1, u » 1, entonces t + u 



11 , 3 
2" - 4 + ^, 



Ey.spai> de valor es, t = 1, u = 1, no de]>e admitirse, 
*puesto que el numerador, 3, del restores mayot que el 
denotninador 2. 

Si t ^ 2, y u ^ 3. ^ = ^ + |l 




si t - 3, y 

si t = y 

si. t = 5, y ^ - 9, = it + fif- , ^ ^ 

?or lo tanto, las soluciones son. 23, 35, 47, 59* 
8 

5 • \ 
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El conjunto validez es el conjunto de todos los 
2C tales que k>B 6 k±2, Los m€todos formales 
para resolver desigualdades tales como ^sta tio est&i 
dispoi^i^^ tpd^vfa, as£\es\<pie el estudiante t^ndri 
que al<^mzar la ..soluc^^n ensayando cuidadosamente 
varios/posibl<5s miembros del cdnjunto^ p, si busca 
un enroque maios casual^ puede suponer oue si 
a / J b son ntSmeros positives, 2 b^, entotices 

(a) ^itotrai^ el borario recorre un niSmero x de 

taar«;as de miputos, el minutwo recorre 12x de" > 
estas unidades. Fuesto que el borariovestil en 
y la t>osici6n de las 3 en punto, tiene un adelanto 
" ^ de 15 unidade^ sobre el minutero- a, la hora 
3:00. . Asl, • *. 0 ' 

* ^ 12x = X + 15*. ! 



4 



X 



180 180 
-Ti * IT* 



■ . ■ 

De este modo, el conjunto de valldeE de^la 
^cuacidn es {~)/ y la hora cuando las dds, 
agujas estfin junta? as ^^^^j minutos despu^s de 
l a« 3 • 

(b) En la part6 (a), anbas agujas coinciden en la 

mlsma marca de minutos; en la parte (b) el 
*\min\^tero. ha de llegar >^ una poslcldn 30 unidades 
por . delanre del hor aitix) • Por lo tanto ^ la 
* ecuacidn para la pmrte (b) es 

12x « (x +15) + 30, 2 3c 4^ . 
Las agujas resultar^ opuestas la una a la 
otra al cabo de minutos despu^s de las 3,, 

35. Si el ndmero de novillos es s, y el ndmeifo de vacas 
es c", entonces *^ • ' 

25s + 26c = 1000 ' . 

259 " lOOQ'- 26c . * 

. „ 1000 - 260"^ . - • 
• , • ^ " 55 • 

s - 40,- % ' 

Si s ^^ f:. &on enteros positives, entonces 26p debe 
ser divisible por 25.^ l^to es cierto cuando 
c « 2S, 50, 75, un mtiltiplo de 25, porque % T 

25 son primos entre sf. 

Si ^ o 25/^|2^« 26 « 40 - 26 = 14.' 

c - 50, « 52 a « 40- - 52 = -12. . 

Si G = 75,. •= 78 ^2 s = 40 - 78 = -38. 
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Dq este modo, es evldetrte que si «^50, s es un 
niSm€d:o negativo^ Por lo tanto, c puede ser 
so^amente 25, 

jjr s » 40 - 26j * 

b sea, s » 14* 

Asf, puede comprar 25 vaca4S y 14 novillos ; 

Si resolviSramos la ecuacidn original respecto de 

^ 1000 - 25s 
obtendriamos c * " 26 > ^ 

habrfa que escogerse s de manera que 1000 ^ 25b 
sea divisible por 26 « ^Aunque esto jpuede hacerse, 
es desde luego m&s dlffcil que la otra manera de 
re solver la cuestidn. 4 
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Su^erencias para ex&neneg 

Clasifica^ lajB siguientes expresiones, indlcando la letra 
Identif Icadora de la ex^resi6n en los espacios en bianco • 
Una expresidn puede entrar en lals de una de las clasifi- 
caciones • ^ " ^ \ 

(a) (x - 3)(x ^ 2) {e) + 1 ' 

w (f) 'v-'ir 

(c) + 1 . - (g) |x-.tl 

(d) * . • 

♦ 

expresiones racionales ^; : 



polinomios sobre los niJmeros reales , 
pdlinomlos sobre los mimeros racionales 

polin6mios sobre los enteros ^^ ^ ^^ 

ninguno de los ant er lores 



Factoriza sobre los^ enteros^ "si es posible: 

(a) ax^ -,a3t - 6a^, (d) , 6x^ - llx - 72 

(b) 9a^ - 16 (e) (2* - "^f : (a - Sbf 

(c) - X - 20 (f) 5al^ - + 2a^ -v2ab 



Determiha et conjunto de vaJlidez de las siguientes ecua- 
clones: ^ 



(a) x*^ + 5x = (a) ^b'^^ - lib - 56 \^ 

(b) + 56 = 15y (e) +' 2 a 4k 

(c) 5a^ + 8a (f) 27x^ 42x + 49 



( 



4, Un trlfingulo tiene ladbs de x - 7 pulgadj^s, x pulgadas^ 



J2 3^+1 pulgadas iPara qu€ valores de - x serfi €ste 
Vn tri^ngulo rectitngulo? 

5, Demuestra que 2x - 1 es un faptcar de 

, - 3x^ - 2x + 1, 

. o que BO lo ,es • 

6. Para cada entero x, muestra que (x + 5) ^ a es divi^ 
sible por 5. \ 

7 • Determina una expresi6n de x en t:^rminos> de a ^ b, " 
si ax « a Bb - bx* 

8, St (x + l)(x + 2)(x + 3)(x + a) « X* + 8x^ + 23x^ + 22x 
+ 12, donde a es un*entero^ determina el valor de a* 

9. , Simplifica: \ 



(a) A ^ ^ 

(b) ^g^- ' ^ - ^ g ^ 

3a , b - a 

(d) 1 • 



(e) 



11a ~ 26 



•a- - 5ia + 6 
10. Expllc4^i:^^dQ 



-..r-ic4-JC^anaQ (x - l)<x - 2) esCgual a (x - 1). . 

11. Consal|PR 'el conjunto de los pollnomlos sobre los enteros 
pares. ^Es este conjunto cerrado respecto de la suma? 
iEs este conjunto cerrado respecto de la tnultipllcaci^n? 

12. Determina los enteros a, b, c en la siguiente ecuacidn: 

(bx + 2)(3x -a) - 6x^ - 5x - c. 

13. Determina por qxxAI polinomio debe multiplicarse x + 2 paia 
obtener el polinomio » 

x^ + 2x^ - x^ + 5x + 14. ^ 
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Capftulo 13 



CON JUNTO DE VALltoEZ DE ENUNCIADOS ABIE^TOS 

En este cap£tulo, consider^os con mSs detenimietitb el 
proceso de determinar el conjmto^e validez de un envinciado. 
Mediant e una teorla rigurosa' de las ecuaciones equivalent es y 
de las desigualdades equivalentes , podremos decidir cu^ndo un 
nuevo enuncia-do tiene el mismo conjunto de validez que el enun- 
ciado original sin tener que verificar este. 

Ipforniaci6n abundante sobre enunciados abiertos y enuncia- 
-dos equivalentes se encontrari en Studies in Mathematics > Vo'l. 
HI, pfiginas 6,8-6.16. . • 



13-1. Enunciados abiertos equivalentes ^; 

La cuesti6n importante sobre. la cual se ins i stir H aqui es 
la de comprender bien por que ciertos enuncriLados son equivalen- 
tes. Si ^^estudiantes tienen alguna dificultad con la t^cnica 
de decidir que hacer con un enunciado para obtener un enunciado 
mfis sencillo, . se les puede sefialar la manera de ."deshacer" una 
s\jma indicada aftadiendo el opuesto (como al sumar (-x - 7) en'^ 

el ejemplo 1) , y la manera de "deshacer" un producto indicado 

1 

multiplicando por el reciproco (-como al multiplicar por ^ en 
• el ej emplo 1) . * • 
Respuestas al Conjunto de problemas 13 -la ; pUginas 385-383: 
1. . En las partes (a) , ^b) , (c) , (d) , (g) , (h) , (i) , (k) , (m) , 

los enunciados son equivaleijtes, 
* (a) - 2s - 12 s » 6 

^ . « ^ • It .^s - 2.6 

2s = 12 
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(b) 5s 5= 5s 12 2s 1? 

5s - 33 « {3s + 12) - 5s 2s, + Js « 12 + 5s 

' 2s «t 12 5s « 3s + 12 

(c) ""sy - A « 3y } y'*^ 6 

5y > 5y> 8 + 4 2y..= 12 

2y ^ 12 " 5y - 5y = 8 + k\ 

y 6 — * 5y - * « 3y + 8 

(d) /Ts - 5s » 12 s = 6 

(e) No son equivalentes /pues 2 es un miembro del 
conjunto de validez de "4, pearo no d&. 

+ 4-10, 

* 7 

(f) No son ^equivalentes^ pues ^ es miembro del 
conjunto de validez de 3x + 9 - 2x « 7x - 12 , 
pero no de* /Z « x« 

<g) « X - 1 ; . 1 « X - 

a 

x'^ + l^^x X+l-X 

1 = x " - x^- ' ■ X^ = X - 1 

(h) ^/ ^ I I ' • y - 1 - Jd y^ +*2) 

y - 1 * 3t|y| + 2) lyjrr^ = ^ 

(1) x^ + 1 = 2# (x - 1)^ = 0 

- 2x ^ 1 = 0 x^ - 2x + 1 - 0 

(x - 1)^ » 0 + 1 «,2x 



(j) No son equivalentes , pues 1 es uti miembro ,del 
con^unto de vi 
de X 1 1. 



2 

con ^unto de valid ez de x *♦ 1 ° x - 1, pero.n o 



9^ 



X +'5 X -15 x.-p 

^ . 2 ■ 

(3^2 + 5 es im n&^jfo real disi;into de cero para 
todo valor de x.) , . • 

(I) No son equivalentes pues ' 0 es un' miembro del , 
0- con junto de validez de ^ — - - 1, pero no de 

x^ + 5 - 1. • 
(m) No son-equivalentes, pues -1 es un miembro del 
conjunto de vatidez de | v + 1| - 0, pero no de 
v^ + 1 - 0. . ' 

^2, Lo^ enunciados son equivalentes eri "(a) » <t>) , (c) y (f) . 

.« * 

3, (a), y - 12 (d) a «^ 

(b) ' X - 20 ' (e) X - 2 

(c) t = - 1 (f ) y - 1 

4. (a) lit +21-32 

lit - ll'"''"- * 

t - ,1 



/ 



"* El conjunto^de validez es {1). 



(^-|)30 «| V3F"^^ ""^^ ^ 

40 - 15 = 6y • 

f/ . ^ > , > ■ 

El conjtmto de validez es {^}. 
(c) {80} (g) {_5} ' 

(e) {6} ^ (1)/^ 

i^) + 'y^ + y^ + yV i = y^ - y^ + y*- y + 1 , 

23r + 2y = 0 



ey(y^ + 1)^0 



.2 



2 = 0 6- y a 0 6 ' y*^ + 1 = 0 

^ 2 ^ 

Euesto que 2 ^ y + 1 no pueden ntiiica ser (X 

el conjimto de valid^^ es {0}« 
<1^) + 3x * X ^ * 

2x'^ + 6x « :2x • x^ 

3x + 4x 0 

x(3x + 4) 0 ' \ 

X .« 0 6 3x + 4: = GL 

X « .0 6 X " ' ' 

El\ conj\anto de validez ea(0,-*^), 

\ ■ ' ■ ■ • ■ ■ \ 
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5, Cualquier simplificaciiSii algebraica es admisible si*. 

(1) no cambia el dominio de la variable, 

(2) sustituye ima frase por otra que es un nombre del mismo. 
ni5mero, para todos los valores admisibles de la variable. 
Tales simplificaciones incluyen la combinaci6n de termi- 
nos y la factorizaci6n, como en los dos primeros ejem- 
plos. Por otra parte, 2 — ^ 4 X x + 2 » 4 no son 
equivalentes. Sus dominios no son los mismos. 

16. (a) Equivalentes; combinaci6n de t^rminos en el miembro de 
- la izquierda. 

(b) Equivalentes; factorizaciSn del miembro de la izquierda. 

(c) No son equivalentes, pues 0 es un miembro del conjunto 
de validez de 3x « 6x, perot,no de 3x « 6. 

(d) EquivaJ^entes; sxma de un nximero real (-6x) a ambos mieoa- 

bros, " . ^ 

(e) Equivalentes; combinaci6n de terminos en ambos miembros. 

(f) Equivalent e^v; si x - y, entonces y * x. ' \ 

(g) No son equivalentes, pues 0 es un miembro del cqn^nfo 
de validez de 2 = y + 2 , pero no de 2 = — ±_2^. 

(h) Equivalentes; aplicaci6n de la propiedad distribut: 
combinacion de terminos en el miembro de la izqui^^iraa. 

Rfespuestas -al Coniunto" de problemas 13 -lb; p^ginas 390-392: 

1. Un ntSmero real para Un n^jmero real distinto 

todo valor de la variable d^ cero para todo valor 

. ,de la variable" 

No 
No 
No 
No 
No 
Si 
No 
Si 

• : . Si 
. Si 
9 .No" 
• * .No 



(a) 


Si 


(b) 


No 


(c) 


No 


(d) 


No 


(e) 


Si 


(f) 


SI 


(g) 


' Si 


(h) 


Si 


<i) 


si 


0) 


si 


(k) 


No 


(1) 


No 
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En la parte (j) , puede parecer que no hay variabl^e 
cotaprendida, £n algunos contextos, sin eiabaxigp, -3 
puede consdl^derarse ccmo una eKpresi5n en x tal co 
mo -3 + Ox, Si tenemos piresente dicha variable- es 
perf ectamente cierto que ~3 sigue siendo un iilSmero 
real distinto de cero, no importa el valor que se 
asi^e a la variable. 

^ X y ;^ 2 

y = 3(y - 2) £ y^2r " • 

y «'?y - 6 ; X y;^ 2 ■ ^ 

^ " 2y 21 y;^ 2 ' . 

^ - y*. 2 y / $ . 

El conjunto de va^idez es (3)^' 

, X " • ^ 

x*" + 1 # , 

x*»x(x2j|l) 

X a X^ + X . ' ' 

0 « x^ ^ ^ ' 

0 = X . • 

. El conjuActrde validez es (o). *\ 
2 

(Puesto que x + 1 es un n^ero r-eal distinto de 
cero para todos,los valores de x, no. es necesarlo 
restringir el dominio de x.) 

. X + 3, » 3^ 2 X / 0 

1+3x^2 -j^x/^O 

El conjunto de validez es (i). * 
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(a) 



.1 , -x > 

X - 2 X - 

1 + (x - 2) 
X - 2 = Sx . - 4 
2 » X 



»*2 
2(x 



i X / 2 

^ X j4 2 
X X / S 



El conjirato de valfd^ es 0, 



(e) - 



1 



X 

X + 1 



•i +(x i) X 



X = X 



X 
2 



X -1 

X ^1 
X / -1 



El corijunto de validez el conjunto de todos los 
n&neros reales'> ekcepto -1'. 
(f) x(x^ + 1) » 2x^ +.2 \ ^ , 

x(x2 + 1) = 2(x2 + 1) ' . ' 

X = 2 ' ' . . 



El conjtlhto de validez es {2}* " 

(Se nps permit ±6 multiplicar ambosymiembros por 
y obtener asi con segurldadiUn eptinciado 



1 

x2 + 1 
equivalentet porque 



+ 1 



un nikiero real distin- 




to de cero para todo^ los valor es de 3C,) 
3« Si el rectSngulo tiene 

pulgadas de ancho^ entonces 
tiene 15 - w pulgadas de 
« largo, y 

; ^ w(l5 - w) « 54 , 

o f ■ 
0 a w - l5w + 54 

. 0 = (w - 9)(w - 6) 

w-9=.0.o w-6 = o 

•w = 9 ' 6 w « 6 * 



15-W 
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SI el rectfingulo ttene w 

pulgadas de ancho, tiene 

^ pulgadas de largo, y 
w 



2w + 2 



. Si 



50 



aw"^ + 108 = 50W 

2w^ - 30w + 108 = 0 
2(w - 9)(w - 6) = 0 
2e0 o w-9 = 0 



1 

X 
1 

o 




w ■'- 6 



I w 0 . 



El conjunto de validez es (6,9) 

El rectllngulo tiene 6 pulgadas de-ancho y 9 pulgadas de 
largo ♦ (Observes e que no podemos usar el valor w * 9, 
puesto que ya desigciaiaos con w el^ancho, o lado mis 
corto* El largo , 9 pulgadas ,^ procede de iS - w en . el 
primer metodo, y de ^ en^l segundoO ^ 
Si el primer entero es i; entoncejs \ . \, 

1^ + (1 + 1)^ + (1 + 2)2 ^1^1 

51^ +61 - 56 = 0 . . , 

Pu^sto que el miembro^ de la izquierda no es factorizable 
sobre los enteros^ no hay tres enteros consecutivos 
cuya suma de cuadrados sea 61* " ^ 
Si n es uno de los humeros , entonces el otro numero es 
8 - n, 1 



1 + 1 ■ ». 2 

3(8 - n) + 3n 2n(8 - n) 
24 - 3n 4- 3n - 16 n - 2n^ 



i n ^ 8, ti^ 0 

X n ?fc 8, n ^ O' 
1^ n ^^8, n ^ 0 
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n 




n 


1^ 0 




n 


¥ 8, 


n 


^ 0 




n 


# 8 , 


n 


¥ 0 


x" 


n 


# 8, J 


n 


?^ 0 




n 




n 


0 













2n2 - lein + 24 = 0 * 

t?' - 8n + 12 ' « 0 

(n - 6)<n - 2) « 0 

n-6 = 0 6 n-2 = 0 

n «• 6 6 n » 2 

El coijjunto de validez es {6,2) . . 

Un numero es "6 y el otro es 8 - 6, 6 sea, 2, 

Si habia g nifSas, entonces hab£a* (2600 ' g) nlflos,. 
2600 ^ 6 ^1 X 0 ' 

6(2600 - g) = 7? . . ' & ^ 0 

15600 - 66 = 7g- . g ^ 0 ' 

15600 = 15g \ g 0 

1200 «» g* g 0 

El conjimto de validez es fl200}. 

Habia 1200 nillas. " 

; • Para algunos prop6sltos,' conviene saber que si ^os 

numerosuVBStSn en la raE6n ^ , dichos numrarbs pxieden 

repres^ntarse por^ ax ^ bx, donde x es un n^ero 

P9Sitivo, puesto que ^sixf^O^ b#(J* 

X • • bx b , , » ^ 

En este problema, entonces*, podftl^mos "^decir : ^ 

Si habia 7x niilas , eaatonces t en£a que |Siaber 6x 

nifios, (puesto que ^ ^ i» ^ ^ ^) ^ \ ]^ ^600^ 
Este tipo'de problema no aparece con suficiente 

fre^eti^a en este curso para justificar mayor atenci6n 

a esta tScnica. se quiere, se puede hacer manci6n 

de ella^ ^ 

3x + 18 = y V 23 > 
es equivalent e a 

3x + 18 .+(-23) » y + 23 +(-23) 

Por lo tanto, los dos conjuhtos de soltJci§nes (cada 
solucl6n es un par) soi^ identicos, \ 
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V 

I 



9. 



12x - ay « 18 ^ . ' v 

- . ■ . • ^ ■ • ■ , - • ■. 

lax - 18 * 2y" • ^ ^ • , -^ 'I;^. 

y a "i&x: - 9 
2x - 5 1 



> Los lados tieneiMpngitudes de 10 y 15, 
lO* Si se tisan k cuartillos de yerb^cida^ entonces se 



usan" 40 ^ k cuartillos de aguav 
k . 3- . 



. vAO - k .17 . • » • 

De}Dan "usarse^ 6 ctiartillos de yerbtcida^ 

13-2^ Desiguajdadqfg eguivalentes 

Justamente como para las optiacloQes » To que debemps av^i** 
g\iar al establecer q^e dos desigualdades son equivalent es es si 
las operaciopes ef ectuadas pueden invert irse para llevamos de^ 
^a desigua^dad mds'^s^cilla qbtenida a la dada« Si se pueden 
iny^tir^ sabemos que el conjunto de validez de la deslgualdad 
original es un sul^conjunto del conjuatrto de-^validez de la nueva 
deslgualdad) y que el conjunto de validez de la nueva es xxp. sub^ 
tonjunto 'del de la originals Los dos conjuntos de validez son^ 
por lo tanto, Identicos* ^ * 

P£gina 392 ^ Al igxial que con las.ecuaciones, se puede querer 
seflalar a los estudiantes que la^ deslgualdades pueden simplifi- 
catr^) si sabemos la laanera de ^'deshacer'* algtmas de las op^a* 
clones indica^as* Sumas ind|.cadas pueden ^^deshacerse" sumando 
el opuesto y prodiictos indicados multiplicando ppi|. el r^lprocq* 



P^glna 393 > E& el ejempio t y- en el ejqmplo 2:, el conlunto 
de validez de le desigualdad final es el ^qqnjunto dfe validez de 
"la desi^tmidad original , porque solamente s e utilizaron opera- 
, clones que producen de8igualdai4es .equtjtal^tea, Por lo .tanto!| 
no e« mecesarla »la vecif icacJt6n, ; 



Respuestas al Coniurito de problemas 13 "2 ; p^ginas^S 94-395: 

♦ \ » ni 1. . 1-11.11 ^ 

1. (a-) X Va*2 < 59 



X < 27 . 
"El conjuntp de 

meros 



ilidfl^ ea el conjvmro' de todos los mS- 
mores ^fe' 27, 



X < 36. ^ 



2. 



El conjimto de validez es el conjunto de todos los 

^ V ■ ^ * . , ^ 

niSmeros reales moiiores que 21* 
.(c) El}conj unto de todos los n^erros realms mayor es quev2* 
i^(d)JM. ponjuntTo de todoe^.los numei>os reales ix^ores que.^, 
'(e) El conjunto de todos los nibieros n^eales mayores que 2. 

El conjunto de todo? los nilmeros reales menores que 12 ♦ 

(g) El conjxinto de todos los niSmeros reales. 

(h) 0 .> . . ,1 . 

. > *. » 

(i) El conjunto de todos los niMeros reales, 

• .? ■ • 

(a) n < 4x + r 1 * 4x + 1< 2 

0 < 4x / / -J, 4x < i ^ . 



> El conjunto de validez es el conjunto dp todos los nume- 

— 1 



ros reales entre 
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<b) H 2. 4 < 0 ■ 2 1 -^3t < 0 * 

El conj\into:de valide^ es el conjwito de todos los n^e- 

ros reaves entre i y 1# ^ \ . 

3 — 1 . 

(c) El conjiinto de todos los n^eros reales eatre - 

y |- , : . 

filrcorij^into. de todos los niSmeros reales menores que 
- ^ o mayores que 

(e) I X - II < 2 : * 

En la Tecta mimerica, l^. distancia entre x ^ 1 debe 
ser^menor que 2, Por lo tanto, 

1 - 2 < X < 1 + 2 ^ 
' ' -1 < X < 3 

El cotijunto de todos los n<3meros reales entre -1 y 3, 

(r) • I 2t;l < 1 • 
. .21 t-l < 1 
\t\ <| 



En la tecta nmerlca, la distancia entre t y el ori- 

1 , ^ 
gen debe ser menor que ^ ' 

*■ ■ ' 11 

El con junto de todos los nikieros reales entre - — y ^. 

(8) I X + 21 < ^ 

fx - (-2)1 < I - • 

■ / 5 3 

El conjunto de todos los ntimeros resales entre " 2 ^ " 2* 
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(h) |y + 2| > 1 , ^ 

|y - (-2)f > 1 - ^ 1 

El conjtinto de todos los n^bneros reales menores que 
-3 o mayores que -1 , , , s 



3. , 

(a) — \ O-o- 



(o) H O 



0 i- 



-4 -3 -2 -I 



4. (g) y (f) son n^pleros reales negatiVos para todo valor 
de X.. V^se la nota para el problema l(j) del Conjunto 
de problemas 13-lb, » 

5. 3y - X + 7 < 0 
3y < x- - 7 

y < j(x - 7) 

Cuando x = 1, y < ^(i - 7) • 

y<^ ; ^ 

El conjimto de validez es el conjimto de to"dos los nilimeros 
r^fleiTTnenores que -2, " * 

3y - X + 7 < 0 '^^^ 
- X < - 3y - 7 
•X > 5y + 7 

Cuando y ■» - 2, x > 5(-.2) +7 - 

El conjunto de validez es el conjunto de todo§ los numerd* 
reales mayores que 1. 
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6* Si el crectingulo tiene w pur^idas 

* 12 

de anchp^ tiene ^ pvlgadas de 
largoppuesto que el £rea es de; 12 

, * ' 12 ' 

s pulgadas c\iadradas. Entonces ~ < 5^ 

Como, por la natticaleza del prpblema^ 

2^ < w - 




• l.a anchura del rectfin^ulo es mayor que 2 pulgadas^ 
?♦ Si n es el ni5mero negative, entonces 



> 1 
ri < -1, 



Z n < 0 



El conjunto^de validez es, el conjunto de todos los numeros 

reales menores que -1, ' * 

En este moment Ips estudiantes no tienen \in m^todo formal 

para resolver n > 1* Pueden, sin embargo , recurrir al metpr 

do de idear una conjetura, y verificarla con la ayuda de la^ 

recta numerica. Este es siempre un m^tgdo ^t^l, cuando no 

tenemos otro mejor* Mils adelante, en la secci6h 13~6> el 

es^tudiante puede dedicarse mSs a fondo a resolver ^envinciados 
2 

tales cpmo n -v 1 > o» ^ 
13-^3 • Ecuaciones" que contienen ^cpreslones factorizadas 
pAgina 395 ^ Si (x - 3) (x + 2) - 0, entonces x-3««O6x+2«0 
Si X - 3 * 0 6 x + 2 » 0, entonces (x,- 3)(x + 2^ « 0^ Nueva- 
mente, el hecho j^e que este proceso es invertible nos permite sa- 

ber que 

(x - 3)(x\+ 2) » 0 , ^ 

^on enunciados equivalentes. 



Si hay varios factores como en abed 0, entonces el emancla- 
equivalente es 
^ a-0 6 b*0 6 c »"0 6 <3 0. 
, %l Qmlmt6 de valicjez de (x + l)(x - 3) (2x +*3)(3x > 2) - 0 es 

ObsSrvese lo que se ga^de^decir acerca de una ecuaci6n comg 
3x(x + 2)j?^ - 5) 0* ^ . ^. - 

Un enunciado equivalente es * \ 

3 • « 0 6^ 3t f 0 6 X + 2 «^ 0 6 x - 3 « 6 . ^ " 
PuestQ que el conjunto de validez de 3 0' es 0, el conjunto de 
valldez de la ecuaclorv dada es^CO^ -2, 3}^ 

"\ V- — ^ — ^ — ^ — 

Respuestas al Con jj unto de problemas 13 -3a ; p^ginais 396^397: 
a... (a) (a + 2) (a - 5) « o 

*^ a + 2 « 0 6 a - 5 « 0 ' ' 

a'= -2 6 ,a - 5 ' 
V ELconjUnto de "aalidez es {-^,5). 

(b) {-3, -1, 2, / 

(c) ti, |} 
2. (a) - X - 2 « 0 , . ^ 

(x - 2)(x*+ a) - 0 . 
. ' X - 2 V, 0 d + a «. 0 * . 

^ ^ X ^ 2 6 'x -1 • " ^ , ' 

El conjunto de validez eg (2, -1), 

;(b) (U, : 113 " * ' ' , 

(c) {1, ll, -5/-23. 

(d) iVT* - -/S, 2 a/^, - 2 y/J) 

(e) {b, 5> -53' ' * ; ' 

{«( {0,13 . 

. : (1) {6,13 

M {-3 + yi^, -3 - yi53 



3. Suponemos que 2 * es x»a soiuci6n« . 
X no puede ser negativo o cero, 

■, y. ' ~ aac.< ''4,^ '•• • ' > ■ . ' ' 

lo cual se deduce que ^^x^< 4^ por la propledad transit Iva 
de la ordenacl6n« . ' " x ^ ^ 

Si ; > < 2X jjr X > 0, 

y si < 4, ^ 

2x^ < 8» ^ ^ ^ 

/ Pqr tanto, ^ < ^> en Virtud de la propiedad trattsitiva de la ^ 
oj:denacjL6n« Esto demuestra gue ningiin nuroero menor que 2 es 
una soluci6n» ^ ^ ^ 

De la misma^manera J ningiSn n&nero mayor que 2 es una solucldn. 
Puesto que 2 * 8, el conjunto de validez es [2]. 
Serla siificlente si el estudiante argimentara intuitivamertte 
que Si X < 2, x*^ < 8, ^ si x > 2, P > 8. 

no » 
* (x - 1 = 0 

(x^ + l)(x^ - 1) = 0 ^ , 
. (x^ + l)(x + l)(x - 1) 4b ' 

x^ +. 1 = 6 ' o X + 1 « o'v 6 x - 1 i= 0 

X = -1 6 X e 1 

El conjunto de validez es C-l> l3» 

5. (x - l)(x + l)x ^ ' * V 

6, (x - 3)(x - l)(x + 1) = 0 2 k - 2( < 2 ^ ' 
(x-5=0 6 x-l = 0 6 X + 1 = 0) y 

(0 < X < 4) ' 

(x = 5 6 x = l 6 x'= - 1) X (0<x<xi|) 
El conjunto de validez es (5, !)♦ 
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y&gina 397 • V^^y ocaisiones en que estamos t^tados^ y a veces* 

^ * « ^ ^ ' *~ ■ . ^ ' ^ * 

Jiasta forzadoS) a.efectuar. operaclones con enunclados que no 
neces^lamente van a dar enunciados equivalentes^ 

. t^^ es elimfria^ tin factor que vemos en 

cada tSmino, iiwiltipjAQ^do por su ^reclproco* Si el reclproco ' 
no e8 un n^ero real—si su denomijmador es cero para alg&i o 
si. hay una ralz cuadrada indicada— esto puede produciilf dificultacj^ 
En el ejemplo dado^ la ecuaci6n original ti'ene el conjunto de va- 
Ifdez ( 7 > 1 , ^^iTX^^tras que la ecuaci6n obtenida mediante la 

ellininaci6n del fact(^ jc^ • 1 tiWie el conjuntb de validez 17 )• 

* It 

pjjgina 398 > La generalizaci6ii indicada es de interns y debe es- 
timularse a los , estudiantes a seguir las distintas etapas'^con 
atenci6n. En la prfictica, ^in« embargo ^ probablemente sea irffis 
conveniente proceder como se hizo eii el ejemplo anterior ^ y no 
aplicar precisamente la conclusi6n de la generalizacl6n« 



Respuestas al Con.luntx) de -problemas 13 -3b ; pigina 398: 
*(a) x(2x - 5) = 7x 

x(2x^J - 7x = 0 , ^ 

; x(2x - 5 - T) = 0 / 
x{2x - 12) = 0 
X = 0 6 2x - 12 = 0 
X = 0 , o X t 6 " ' ' 

ElJ^onjvmto de validez es (0,63. 

(b) (^3,2,-^2) ' 

(c) (2,-3) . • 
- 12,-2,0} . , 

(e) {5#3) (Obs%vese que cada raiembro <3e la ecuacion 
original puede f actorizarse.) 



2. No, pves 1 es «n miembro del conjunto de validez de 

(x*- l)x^ - (x - 1) "3, ^ 

'2 

peir9 1 no es un. miembro del corijxinto de validez de x "3, 
Puesto que' X - 1 es 0 cuaijdo'.x * 1, no debemos esperdr que 

los dps envinciados .seat! necesariamente equivalentes. 

' V, ' ' *■ ' 2 " ' 

3, El conjvinto de validez de t = 1 es {1,-lJ. 

■ •* ' 7. f 

El conjunto de validez de (t + l)t « (t + 1) •! es * {1,-1). 

En el pjfoblema 2, se ampli'^^el conjunto de validez al multi- 
plicar^por (x - 1). " ■* , * • 

En el problema 3fc.no se ampli6 el conjunto de validez al mul- 
tiplicar por (t + 1) , porque (-1) , el niSmero^ que hace a 
t + 1. igual a 0, es ya un miembro del conjunto de validez 
de t^ = 1, 



13-4. Ecuaciones, fraccionarias 
.■> - . 

Ustialmente, para simplificar una ecuaci6n f raccionaria , mul- 

tiplicamos por unalexpresi6n que es un product© de factores de 
los denominadores^ de, la ectiaci6n^ Esta expresi6n puede no ser 
un n\3mero real dlstinto de cero^ y ya se nos ha advert ido de que 
est 6 puede no ^ar una ecuaci6n equivalent e^ Encontramos , sin emr 
bargo, que p^emos evitar la dificultad, si tenemos el cuidado de 
excluir los .Galores de la variable que^ hacen el multiplicador ce- 
re; de modo que, debemos tener el cuidado de excluir valor es de 
la variabl/e para los cuales alguno de los- denominadores toma el / 

valor ceifo» As! , en 

. % * > 

i « ,1 exigi^os que x f 0 ^ x ^ !• ^ 

Pgginas 399-400 ^ El enunciado ^ \ 0 es equivalente al enun-t 
ciado ^'x + 1 « 0 ,2 x - 2 ^ 0'% 6^ a '^x ^ -\ :ji f 2'^ El 
conjunto* de validez del ^iltimo enunciado^ y7\p<^^ tanto, tambien 
*del primero, es (-1]» / ^ 

El polinomio conveniente es x(l - x) 



. El «jemplt) que resulta equivalent e a,"x ^ 2 ^ x » 2" tiene 
0^ de&de luago, como su con junto de validez* * 
En al ^onj\jpto de ,probl6mas 13-4, los problemas 10 y 11 son de 
-particular inters e Ijociportahcia riP 

de las cosas extraprdinarias que p\:ieden sucxeder^ D^estran por 
que es necesariovtener present e el doro!inio de la variable* 

^ Respuestas al Coniunto de problemas 13-4 ; pfiginas 401-402: 

■ 1. (| - J)x =. lOx £ X. 0 . V 

S - 3 » lox X * ° , * ' • 



1 



Soluci6n: - 

2. (| > |)6 - 10.6 ' ^ ; ^ 

3x- 2x = 60 
^ ^ X =6d 
Soluci6n: 60, 

x^ + 1 = 2x " y X / 0 
;ic^-2x + l-!0 ;i.x/0 

(x - 1)2 = O X X ^ 0 . . / 

(x - 1 = 0 6 X - 1 = 0) ^ ^ 0) 

X » l"^ X x 7^ 0 

Kl (^pnjunto de valinJez es (1). & . 

4. (2,-1) 



16') 




(y . 4) y ^ y2 - 4y ^ y 1^ 0 ^ y* ^ 4 , 
p « y 2 - Ay + 4 x 7 ^ 0 X ^ ^ ' * 

,0 - (y - 2)<y - 2) ^ y z y i' ^ 

> , El conjunto de validez es { 2 }, , 

8. 0 ■ / > - : 

9. (-^, -33 ^ • y ' : 

10. r.-^ + -^V^ T 2) » l..(x - 2) 2 X 2 
V X - 2 X - 2 / V 

^ V -2 + X - X - 2 K ^ 2 ' 

-2 - -2 2x^2 

El conjvnto de validez consiste en todos los n^erps del 
copjtmto de validez de» -2 = -2* que no son'iguales a 
El conjmto de validez de -2 =• -2 es el conjunto .de todos 
los niimeros realms El conjunto de validez pedido consiste 
en todos los numeroj^ realfts^ excepto 2* 

11. f^iL^Xx^ - 1) (X + 1) - 0 ^ X + 1 ^ 0 - 

x(3c2 - 1) « 0 X ^ + 1 ^ 0 . ^ . I 

X(X - 1)(X + 1) * 0 2 35 ^ -1 

(x ■= 0 6 X - 1 6'^ X » -i) X X 3^ -1 
El conjunto de validez" es {0,13. 

12. COj ' * 

13. 0 . ' " ^ 

14. (03 

n5,{- ^3 

*I6.{1 + vT, 1 - y23 (El metodo del problema 3 del Conjunto de 

problemas 12-6 se necesita aqui.) 




» 



17, Si n es el lalSmero, 
n + J - - 2 jsL a ^ 0 

n2 + 2n + 1 = 0 n.f 0 
(n + 1)^ « 0 nfO . 

n « -1 ti |fc 0 : 

% El nm^o es 

18.. (a) Envuna hora la imprehtar A puede hacer de la tarea* 
En una bora la" impranta' B puede hac^ ^ de la tarea. 
Eh;h horas la^lmprenta 4 puede hacer 3- de la tarea. 
En h horas la imprenta ^ puede hacer 7 de la tarea. 

(El 1 representa una tarea completa, que es igual a 
ia. suma de^las fracciohes de la tarea .0 

^;^'+ 1)6 « 6 



* • 2h + 3h » 6 

' 5h^- 6 

" ■ • - h « 

5 

Las imprentas A y B pueden ejecutar la tarea juntas en 
1 i hofas, o sea, en 1 hora con 12 rainutos, 

(b) Si la imprenta C emplea -c horas en hac'er sola la ' 
tarea* entonces en \ma hora la imprentaf C puede ha- 
cer -k de la tarea, y en 2 horas puede hacer ^ de la 



tarea, mientras que en 2 horas la imprenta A puede 
le la 1 

2 . 2 _ 1 ^ u n 



. hacer j de la tarea. 
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La imprenta. C sola empl^rla S-^horas para realizar 
la tarear""* ■ , • 

(c) SI la imprenta A trabaja a horas despuSs que la im<- 
prenta B se para, entonces * 



- 1 



i + i + 1 
2> 3 3* 

^ 1 



19. (a) A » 



La imprenta A emplea ^ hora para termi^ax el trabajp. 



2A » bh 
2A _ , 



b 

(b) T 



B 
R 



TR = D 



1 

i 



X 



(c) A=^(x + y) 
2A * h(x + y) 

(d) S = f (a.+ 1) 
2S « na + nl 

2S - naC - nl 

2S - na _ , 
n ~ 



S = |(a + 1) 



b ^ 0 

R i' 0 

R 0 " 

T ¥ 0 , R f 0 



+ y ^ 0 



n ?^ 0 




-n" = a + 1 



- a 



^ X n ^ 0 
i n ^ 0 
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(eX.. i + i««X X a^O, b^O - 

♦ B D ^ A 



v(i+*l)ab-<ab ,v a ?^ 0, b^O 

.Apr ■> , ■ 

b + a-ab i a¥0,, b^9 

, \ a » ab - b a ? h~f O - — 

. " ^ a,- (a - l)"b / i a ^ 0, b ^ 0 

s b * 2 a ft 0, b.fS Q,.- a ^ I. 

a - 1 ~ 

13-5^ El€vaci6n al ciiadrado ^ ^ 

Si a b, entonces a ;21 son tiombr es * para el tnismo n^*- 

rnero^ Si ese numero se ,eleva al cuadrado^ a^ 2. ^ nombres 
para el nuevo ntimero^ y « b^* Algunas veces sp prefiere 

^ una nianera ^j£s formal de decir esto: Si a b, entonces 
a^ » ab 2, ^b « b^; as£, a^ » b^, por la propiedad transit;iva 
de la igualdad^ ^ 

Esta operaci6n no es invert ible, porqne hay dos ralces cua- 
dradas de y^ de )>^^ De modo que podremos decir ^e 
(-3)2 = (3)2, a pesar de que -J ^ 3* [ 'jj^ 

He aqul una. cadena de envsjciados equivalentes: 

. ^2 . b2 V * ^ 

J a - b 0 Propiedad aditiva de la iguaidad 

(a - b) (a + b) « 0 Factorizaci6n 
a-b«0 6 a + b ==0 xy*0 siy solamente si * * 

X - 0 6 y « 0* . 

* a « b 6 a « -b ^ Propiedad aditiva de la igualdad 

Es evident e que^al cuadrar ambos miembros de una ecuacidn, 
en general no se obtiene \ma ectiaci6n eqtiivatente* sin em- 
bargo, alresolver ciertas ecuaciones que contienen razees cua- 
dradas o valores absolutos* ne cesitamos cuadrar ambos miembros • 
Al bacerlo asl, entonces, hay que tener, muy present e que espera- 
^os encontrar un cohjunCo de validez mlis amplio para la nueva 
ecuaci6n. Debemos, por tanto, ccwnprobar los elementos <3ie este 
con^junto de validez para detetminar ctililes realmente s^tisfacen 
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3C + 1 * + 2x 

- ■ * * . ■ . i 

O n x(x + 1) ' * . ' . / 

— X « 0 6 X -1 • • V 

^ * ^ S . ^ ^ ^ J _ 

5i X « 0, el ialenabro de la i^squi^rda esvO + 1 • 1 * 0 
■» * * ^ . 

el mi£9nbro. de la derecha ee 0« 

Si X -l^^el talembro de la izquierda es ^ -1 + 1 - 1 « 

y el Tiiiembro de la derecha es ^1* 

* ^ El oonjtmto'de vaiid6z es {0^ -1}* * . 

"^ 4 ^ - + 3 « 6 ' / • 

4x « x^ -/^"+ 9 
\ 0 ? x^ - lOx + S 

• ^ ^ (X 1), . ^ 

, X - 9 » 0 X - 1 « 0 . 

X 9 6 . X 1 ' , ; 

Si x*«^9* el miembro de la iz<juierda es 
. : y . - ■ el miembro de M derecha es 0. . 

Si x *" 1, 4l miembro de la izquierda es v^.l - 1 3 
^ * y ^1 laiei^bro de la derecha es 0* 



El conjunto de validez e3 (93#* 
/ * 



0^ 



5: 3yx + 13 - X + .9 

9(x + 13) »^x2 + 18x + 81 ^ , , • 

"9x + 117 - x2 + 18x + 81 

0 x2 + 9x -^36 . ' ' ^ 

- ■ > 6 = (x + 12) (x - 3) 

X = -12 6*' X » 3 » 

Si X » -12, el mionabro de la izquierda es 3^ -12 + 13 
^ y * el miembro \de la derecha es --12. + 9^-3* 



a la ecuacl6n oHginal. 



Respuestray al Conlunto de probleroas 13 "5a ; p^^ina 403: . ' 
' 1. = 4 tiene el conjunto de validez f2,-2), mientras que 
V, X' " 2 tiene el conjunto de validez 
2. (x - 1)^ - 1^ tiene el conjimto de validez {0,2}, mientras 

3c * 1 « 1 tien^e el conjunto de v^ilidez ^2). 

^ 3, (x + 2)^ ?= 0 tiene el conjutvto de validlk 5-2),* y 
X + 2 0 tiene el mismo conjunto de vali,dezi 

4, (x - 1)^ » 2^ tiene el aonjwto de validez mientras 
X -'1 « 2 ^ tiene el conjunto de validez 



Respuestas al Conlunto de problemas * 13 -5b ; pSginas 405-406: 

1. 1 4- X 

2x « 1 + 2:k: + X 
0 = 1 + ' ^ 1 ' 



4b 



El conjunto de validez es 
2. V2X^ + 1 = X + 1 

23C + 1 = x*^ +.2x + 1 



0 = x^ 
X = 0 



Si X = 0, el miembro de la izquierda es. »/ 2.0 + 1 = 1, 
V el miembro de la derecha es 0+1 " 1. 

El conjunto de validez es (o). 



Si x « 3, el Tniembro de la'lzqui^dfii es 3/3 + 13 
y " el miembro de la derecha es 3 + 9 .» 12. 

El conjunto' de validez ee (3). 
|2x| « X + 1 ^ • , 

43j2 ' » + 2x + 1 

3x2 - 2x - 1 » 0 \ 
(3x + l) (x - 1) - 0 
3x + ,1 « 0 6 X " 1 • 

X » - 1 6 X » 1 ' > 

3 

■-'**■ ■ < 

Si X - - i, el miembro de la izqtiierda es | 2(-|-) | 

y el miembro* de la derecha es - + 1 « 

•> ' * . « ..... J • ■ 

Si X =*1, el miembro de la izquierda es | 2,1 | =2 
y el miembro de la derecha es 1 + 1 » 2 

El conjunto de validea! es [ -"r, 1 IT 

2x " I X I + 1 ' ' - 



2x- - '1 - |x 
4x2 - 4x + 1 » • • 

?x? - 4x + 1 -,0 * 
'(3x - iXx - TL) » 0 /I . 

x-|i5x=l 
Si X « J, el miemhro de la izquierda es 2*^ « 

y el miembro de la derecha es I ~ I + 1 = 5^' 

. ^ . ■ I 3 I » 3 

Si X » 1, el miembro de la izquierda es 2.1 » 2, 
y, el miembro de la derecha eS- | 1 | + 1 » 2, 

Ex conjrmto de validez es ( 1 }, 

x^- |2xj + I 
X -1= | ac| * 

- 2x + I- « 
0 = + 2x - 1' 
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0 - (3x - 1) (x + 1) 

X » 6 X » -1 

1 " ' 1 

Si X - 5-, el miembro de la Izquierda es f", 

15 

- y el mierobro de la derecha esj2«j |+ 1 = ^'^ 

Si X " -1, el miembro de la Izquierda es -1, 
y el miembro de la derecha es |2<-l)j+ 1-3. 

-El conjunto de validez es 0, 

9. X - Ixl - 1 • - 



X - 1 » |x| ^ 
x2 - 2x + 1 « a:^ 

-2x + 1 « 0 

'1 
f "2 



Si X " ^, el miembro de la izquierda es j - l^l^'O* 
y /el miembro de la derecha es 1, 

El con^xint^ de vall,4^ es 
16. |x - 2l ' 3 




X 

Si X « 5, el miembro de la izquierda es |5 - 2| -3, 
y el mfembro de la derecha es 3. 

Si X » -1, el miembro de la izquierdd es |-1 - 2| = 3, 
y el miembro de la derecha es 3, 

El con junto de validez es {5, -1)* 



i 
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11, Para todo n<3mero real x, |x p * 



Demos traciSn: 



x2. 



Si X i. 0, |x|» X, 
de modo .que |x P 
Si X < 0, |'x | -= -X, • 
de modo que | x P =■* (-x)^, 

Pero (-x)2 ■« x^^ ^ues (-a)(-b) » ab, 

de modo que j x p » x^,' * 



12. I X - 3 I - X + 2 



x^ - 6x + 9 - x^ + 4x + 4 



lOx 



Si X « el miembrp de la izqijdetd^ es | 7 ^ 3, | « 

1* ^ 5 

y el miembro de la derecha es 2" ^ 2"' 

El -eonjunto de valldez es ( i ) • 

13, Si el .ot;ro'cateto tieneoc puigadas de lonfeitud. 



la hlpotexmsa tiene 



puesto que (hipotenusa) 



puigadas *de longitude 



8^ + x^. 



8*- + x*- » (8 + x) - 4 



64 + x" 
64 + x^ 
48 



4 + X 

16 + 6x + x^ 
8x 




6 '•X 



Si 



iTJ 

X = 6, el miembro dfe la izquierol& esy/B + 6 'V&4 + 36"=' 



yiOO = 10, 

y el^miembro de la derecha es (8 + 6)- 4'' 14.-4 10, 

El otro cateto tiene 6 puigadas de longitud. 
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Si t j« 6^25 2 e - 32, 

^2 



a 



S =5 



8 = 625 



6.25 



15. 



t = =^ 



23 

e 



g 



2s 
2s 



1 



Esto, d^de lueRo, supone que t > 0,- s'> 0, g > 0. 



Si g 



2s 



2s 
g 





/2s? 



16. (a) No soh._eqtfi.valaates. Los n<3meros x =» 0, y - -1, jsatis- 
facen al primer envinciado , pero no aljgegundo, 
(b) Equivalent es. Para cada par de niSmeros que hacen cier- 
to el primer enunciado, el segundo enunciado es tambiSn 
cierto, puesto quev/l*"" 1, Para cada par de niSmeros 
que hacen cierto el segundo enunciado,^ el primer enun- 
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ciado es tambl^ aierto, puesto que b% 4 » entbnces 
<c) Cadena de. €»unclados equivaleates : 




X - xy « 0 



x<x - y) « 0 

X « 0 6' X - y « 0 * 
0 

*13-6* Inecuaciones polin6micas 

La proposicidn que establece ciilndo. un producto de varios 
numeros dlstlntos de cero es positivo y cu^ndo es negativo puede^ 
desde lu^o, demostrarse utilizando las propiedades cotimutativa 
y aspciativa para agrupar los factores negativos en parejas. El 
producto de cada par de factdres negativos es positivo, y el pro- 
ducto de estos pares y todos los factores posit ivos serd tambi&ci 
positivo* Por lo tanto^ el producto qpmpleto serfi negative sola^ 
mente cuando hay un n^jmero impar de factores negativos « La mis- 
ma clase debe ser estlmulada mediant e discusidn a tratar \Los de- 
talles de 3La ctiestidn* 

P^gina 406 , Por ejemplq, ctiando x'" 2, es suficlente reconocer 
que (2 + 3) es positivo, (2^+ 2) es positivo, y (2 - 1) es posi- 
tive. Por lo tanto, el jgroducto es positivo, De igual toatiera, 
para x " - ^ , (" ^ + 3) es positivo, (- ^ +.2) es negative, y 
<- - 1) es negative, Puesto que hay dos factores negativos, el 
producto es positive, 

P4Rin^^ 408 , El conjunto de validez de (x + 3) (x +. 2) (x - 1) > 0 
^s el conjunto de todos los x tales qvxe -3'<x<-2 6 x^^l, 

;\^E1 conjunto de validez de (x + 3) (x + 2) (x - 1) i 0 es el 

cOnj)into de todos los x tales que -3 <^ x -2 6 x > 1, 



Respuestas al Coniunto de problemas 13 -Sa ; piginas 409-410; 
1. (a) (x - l)(x + 2) > 0 



1 1 ^ 

-2 0 I . ' . 

El conjmitQ de los ntSmeros menores que -2 6 mayores 
que 1, 



(t>) < 1 



>l 0 1 

El conjunto de los niSmeros menores que 1 y mayor es 
que -1, « 

(c) + 5t ^ 6 

^\ , ♦ • . 



* I 



-6 



El conjunto de los numerps (mayores que o Igxiales a -6) 
y (menores que o iguales a 1) , . 

(d) + 2 >■ 3x 



• . I " I > 



I ^2 ; 

£1 conjunto de los n^eros (menores que o Iguales a 1) 
6 (mayores que o iguales a 2) * 
(e) {s +5)U + 4)(s +.2)(s)(3 ^ 3) < 0 

— + + - + 



El conjunto de los numerps (menores que -5) 6 (mayores 
que -4 y menores que *2) 6 (mayores que 0 y menores 
que 3) . * , 



1 



I 



^1 conjunto de los niSmeros menores qjie -2 6 mayores 
que 1, 

2. (x + 2)(x - 1) > 0 X X < 3 

La gr^f ica de (x + 2) (x - 1) > 0 es 



H H 



-2-1 0 12 3 



La grifica de x < 3 fes 



-2 -1 



El conjunto de validez de "(x + 2)(x - 1) > 0 2 x < 3" es el 
conjunt^ de todos los ndmeros, cada unp d^ los'cuales estS en 
los y s conjuntos de vklidez anteriores. 

^ i M k \ ' 



i 



El conjunto de los numeros (menores que -2) 6 (mayores .jjue 1 
y menores qu6 3) . ' f 

*3. Si tx + 2)(x - 1) es positive ^ (3c - 3) es negative, entonces 
^ (x + 2)(x - l)(|c - 3) es negative; de este raodo, cada solG- 
ci6n de\ enunciado en el probleroa 2 es una soluci6n de 
\x + 2)(x - IXxp 3) < 0, Esta inecuaci6n es, por lo tanto,^ 
una buena posibilidad, 7 cuando hacemos la grUfica de su con- 
junto de validez, olitenemos la gr5fica dibujada* en el proble- 
ma 2, de modo que los dos .enunciados son equivalentes. 



Pilginas 410 •'411 . Si x es vena. soluci6n de (x + 2)^(x - 1) > 0, 
entonces (x + 2)^ no debe ser* 0, y, por lo tanto, debe ser posi 

tivo, siendo tjn cuadra^o* Multiplicando por el niSmero^ositivo 

A » obt^enios x - 1 > 0* Volviendo atrSs, vemos que, si 

(X + 2)2 . 

X - 1> 0, X > 1, por lo tanto, x f -2* Luego, x + 2 7^ 0, y 
as! (x.+ 2)2 debe. ser positive^ Multiplicando x - 1 > 0 por es- 

te niSniero positivo, se obtiene (x + 2)^(x - 1) > 0* Por lo tanto 
2 * 

(x + 2) (x - 1) > 0 X X - 1 > p son raiunciados equivalent es, 

- ^ ■ ' 2 ^ ^ ^ ' " ^ ■ ' 

El conjunto de validez de (x + 2) (x - 1) 0 es el jconjxmto 

de todos los nlicneros que noj^t^n en el conjunto de validez de 
(x + 2)^(x - 1) > 0, Hemos visto que precisamente el tiltimo con- 
junto consta de todos los x tales que x > 1, Asf, el conjunto 
de validez de (x + 2)'^(x - l):lO es el conjunto de todos los x 
tal^ que x <^ 1, 

3 

. El producto de X (ic - 1) ser^ negativo, si y solamente 
si o bien x < 0 x <x - 1)^ > 0, 6 x > 0 2 (x - 1)^ < Ow 

La» primera clausula es equivalent e a "x < 0 ^ x * 1\^> 0" 
esto es, A /'x < 0 . x > 1'** Puesto que ningiin nximerB e6 a la 
vez menor que 0 y mayor que 1, este enunciado no tiene soluci6n. 
La segunda clausula es equivalent-e a "x > 0 2 x - 1 0'% y 



esto nos da el conjunto de validez xonsistente en todos los x 

3 

entre 0 y 1, El conjunto de validez de ,x(x - 1) < 0 es, ^or tan 

to, el conjunto 0 < k < 1^ 

El conjunto de validez de x(x - 1) 0 consistira en todos 

3 

los n&neros que n£ est^n en el conjunto de yalidez de x(x - 1) <0 
Hemos visto que precisamente el iiltimo conjunto consta de todos 
los X tales, que 0 < x < 1, Los ni5meros qu$ no est^n en este 
conjunto son todo$ los.x < 0 juntam€tit-e< con todos los x > 1. Por 
lo tanto, '^x(x* - 1)^ > 0" equivale a "x ^ 0 6 x > r\ 

Hemos utilizado anteriormente el hecho d^ que si el factor 

/ 

3^-1 ocurre tres veces, hay tres factores tjue.pasah todos de ne** 

1' 

jativo a positive cuando x creciendo cruza 1., con lo ctial el 

\ - . * 

>rod\4cto de esos factores pasa de negative a positive. Algunos 
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estudiantes sentirSn placer en extender esta idea a pollnomlos 
con \3n xjjismo factor repetido cxiSLt^cTo cinco veces, y entonces, 
generalizar la situaci6n* ^ 

^n factor que es un n^bnero real positive tal ^cotio x +2, 
no harS cambiar el signo del producto de negativo a positivo o 

viceversa, Bor esta raE6ni el coniunto de vali(|^ de 

2 

(x + 2)(x - 3) < 0 es el mismo conjmito de validez de 
X 3 < 0, esto es, todos los x tales que x < 3; y el conjun 
to de validez de (x + 2) (x - 3) > 0 es el conjmto de todos 
los K tales que x> 3, * * 

Respuestas al Coniunto de problemas 13-6b ^ pdgina 411: 

" + 1 - 2x > 0 

(x ^ 1)^ > 0 r 



2 

Puesto que a > 0 para todos los ntSmeros reales- a, 

la excepci6n del cero^ el conjtmto de validez es el 
junto; de todos los rn^eros real es except o el 1. 



con 
con- 



i 

2. x2 + 1 < 0 * . 
El con junto de validez es ^, ^ * 

3. (t2 + 1)(^2 - 1) > 0 

El conjunto de n^eros (menores que o iguales a - i) 6 
(mayor es que o iguales a 1) * 



4. 4s'- s^ > 4 

El conjunto de validez es 0# 




El conjvinto de tts^os los n&fteros reaXes, except© el 1 y 
el 2, 



6. (y2 - 7y + 6) < 0 ▼ 

. EL conjunto"de. los niineros (mayores que o Iguales a 1) y^ 

(laenores que o Iguales a 6) , * • 



I ♦ I 

0 1. 6 



7, (x + 2)(x^ + 3x + 2) < 0 

El conjunto de los n^bneros menores que -1, except© -2, 



-2 ' . -1 



8. 3y + 12 < y^ - 16 . 

El conjunto |e los niSmeros (menores que o iguales a -4) 6 
(mayores que o igxxales fij 7) . • 



-4 



9. x^ + 5x > 24 ♦ • 

El conjunto de los niSmeros menores* que -8 6 mayores que 3. 



10. \x\ (x -'2)(x'+ 4) <0 ^ - - 

El conjAmto'de los nAneros ftiayores que -4 y menores qqe 2 
exqepto el r-^ 



1* 



Respuestas a los Problemas de repaso 

1 ' ^ 

1* m., o ejKv'WDt numero real para todo x. 

x^ + 1 

2 i ♦ ' 

2. No, 2L_:^ ^1 para x 1 6 x -1. 
V x^ - 1 

1 ^ # 
3« S£, ^''T — ^ es un n^biero real para todo x» 

x^ + 4 

4. No, ^ ^ — ^-1-. « 0 no es un enmciado para x 3. ^ 

X 3 X - 3 \^ 

5. No, |x| " 2 tiene el conjunto de val,idez {2, -2}, pero 2 

no es tma soluci6ntde X-'t - 2 « o. 

X - 2 

6. S£ 

-T. ' . \ 

8. (-5) 

9. 13,63 

10. (1,-1) 

11. (0,1,2) 

12. (-4) ' ' * 

13. i2) - 

14. 0, Obse^ese que -s/x. + 2 -2 no puedie ser cierto para 
ningiin n^imero real, pues afirma que un niimero positive es 

' lo mismo que un n^ero negativo. I 




35. (2) ' . ' 

16, {2,^k) ■ - • ^ . ' ^7 M \ 

18 • 0« Observes e que x ^ 0 es contradict orio con 1 •• 0, y 
X < 0- es contradict or io con x = ^« 

;» • ' " ' 

X9, Todd X excepto x = -1. • - ' 

20, Todo X, . ^ . 

21. (a) El conjunto de validez es {-23* 

La gr^fica es:^ . 



-t 1 1 1 1 1- 



0 12 3 4 

(b) El conjunto de validez es todo ,x tal'que x < -2 6 
X > 2. . 

La grSfica es: 



-3 -i. -1 ^ 0 
(c) Lo mismo que (b) . 



^d) Lo mismo que (b) . 
22/ yi +^2x < X - 1 

Observam^s que Vl + 2x se dtfine para x > y que si 

hay un x tal que x • 1 es ipayor que un niSmero no negativo, 
entoncxes x >• 1* |[ ^ 
. Asl, pues, ^ ^ . . ^ 

v^l + 2x < X - 1 X X <> ,1 



es equivalent e a 

1 + 2x < x^ - 2x Xv X > 1, 

que a su vez es equivalente a 

0 < 3c(x - 2 
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•Kecesitamos considexar solamehte. vailores d6 . x > 1. 



P i 



4 -5 



•For lo tanl^, el conjttotq de valldez -consiste* en todds los 1 
n^iDDieros myores que 4* , • . • * 

La grfifica es: * . * , » * . 

■ ^ • ■ ■ ■ ■■■■ ■ 



t 



Los primeros dos eaniuipciados json invei?t;ibles, puesto que: 
(1) Si 0 ^ a < ti^j'^f^entonccte a^ ^-^^ * ^ / 
(ii) Si 0 < a < b, entonces , < ^ 



-2 -V 



(c) 



-» — ~Jt 



■ -i 



0 



3- 4 
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Sugereneiaa para ^Imenes * 

£n cada uno de los slgaien|;es ca808> det^^nalna si los dps * 
entinclados son equivalentes: 

.(c> |x| V+ 1 =• 4, . x2'--9 «" 0 , , ; ' :^ 

2. En cada uno de" los siguieates casos, determina si los dos; 
enunpia^os son equlvalentes: ' » . » 

(a) xCx - 3) +3 (x - 3) - 0, x - 3 « O' " . 

(b) x(x - 3) - 3 (x - 3) » 0, X - 3 » 0 " 

3. Determina -el conjunto de vali^tsz de cada uno los siguien- 
' tes enunciados: 

* (a) • x(x - 3) + 3(x - 3) - a " ' 
'(b) x(x - 3) -.3(k - 3) » 0 

■-^ ' • '• ' • ' ^ - . • , , • 

'4. Detemilna >0l conjunto de validez de Vl - 2x x - 1. 

5, Jlesufel^e: V^x^ - 9 = ^; . ; . . / . 

•,*,■..■••* - • 

6, Construye la griifica y describe el conjunto de valide^ de' 
cada lino de los siguientes ^unciados: 

\a); 8y r 3y +7 , • % " 

(b) *| xr< 1 - X ^ ■ " ' \ 

7, Construye la grilfica ^el eonjunto de validez ^de ci^da uno de 
lof siguientes enunciados fccMapuestios : • . ^ 

(a) X - 3^ < 0 y' • X 2. 0 ■ 

(b) X-, 3<o ' 6, - x^o . . 

(c) • X - y > 0 y X ;^ 0* 

(d) x - 3 > 0 6 X 0 

8, Construye la gt&fica y describe el conjunto de validez de 

o .' • • * - ' Vsn .... 
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* 94 ' Resuelve y construye la grSfica del conjunto defvalldez: 

.« 10. Rpsuelve y construye' la gr^f lea de]y conj'unto de val'idez : 

■ 1, ■ ' ■, ' • •• • 

lt\ Construye la gr^fica y describe el conjunto de validez de 



+ 1 < 2x + 1 , 
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Capftulo lA 

PRAPICAS DE ENUNCIADOS ABIERTOS CON DOS VARIANCES" 

En este capftulo, ^extendemos el tn^todo de representacidn 
de graficas. en la recta al plapo introduciendo ejes coorde- 
nados y asociando pftntos del p^bano con pares ordenad^s de 
niSmeros* Dibujamos las ^Ificas de los conjuntos d4 validez > 
de enunciados coftv dos variables, tanto de *ecuacipnes como 
inecuaciones,. y con especial •atencidn al prxSeipio^de las 
expresiones lineales* IncluimQS graficas de-enunciados ^ 
abiertos qu^ cpntienen el valor absolato. Para los me j ores 
estudiant;es, dedic^os alguna atencidn^a la reflexion de los 
puntos del* piano respecto de un eje, ^ movimiento de los 
puntos en el piano, y al efecto de esta-4 transformaciones en 
1^ ecuaci6n de la gr^fica^. / . . 

Los alumnos que h^n estudiado el curso del SMSG para 
• ^ . - . . 

octavo gra'do tendr^n segu^amente^ya* alguna .familiar,^d con 
-el sistema de cog^rdenadas rectangulares en. el piano y con 
aigunas graficas senciHas *~^pPttiayor parte.de este capftuio, 
sin embargo, ser^ nuev6 para ellos* , ' 

Ref^rimos al maestro a Studies ^in Mathematics . Vol. Ill, 
p^ginas 6 *8-6*17,^ para una discusi6n de enunciados" abiertos 
cow dos variables* . 



14-1. El piano num^rico real 
» . — ' 

Pjigina 415 . Pensamos hacer bastante hincapi€ sobre.la ordg- ^ 
nacion en los pares de ndmeros, lo mismo 'ahora que mis ade-« 
lante,-para que resulte perfectamente natural al estudiante. 



' 1S2 
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Por eso, empezamos con una recta num^rica. 

P^Rinas 417-418 * Aqul una vemm^s tratamos con la ordeng- 
£i6n. Es de esperar que el estudiante se d^ cuenta de que 
para' puntos P, A^* L y Q, el ni^B^o escrito^ prtmero es el . 
asociado con la recta num^rica horiEontalj y el segundo es el 
asociado con la' recta vertical* 

El par num^rico correspondlent\| al punto Q difiere del 
que corresponde al punto P en que^©* segundo ndmero para Q 
es negativo, niientras que el segundo ntSmero para P es post- 
tivo* El segundo ndmero para Q es negativo, ptorque se mide 
hacia .abaj o respecto de la recta num^rica hori^mtjai, mientras 
que el segundo niSmero para P se mide hacia arriba 

El par ordenado asociado con "^es (5,4), con C es 
(r2,-5), con K es (0,-5), con D es (3,-6)* El par ordenado 
asociado con H es (0,0), con F es (8,0), y con G es (-4,0). 
'Si un punto estil situado In la recta horizontal, el segundo 
niSmero del par ordenado asociado con el punto es 0. Al 

* - 

sefialar la diferencia en los pares ordena^os de ndmeros aso- 
ciadog con S y T, de, nuevo insistimos en la Qrdenaci<5n ^ 

Respuestas^ al Cbniunto de j)roblemas 14- la ; pilginas* 418-419 : 

^'1. A(S,-6) ' ^(4,6) ' K(^8,Ji) - 

B(-^5,-5)' ' G(-5,0) aL(7,,0) 

■ cD,-«^) . . j(o,-6) ■ M(o,7) 



Sefl^lese a los estudiantes el uso de numeral^ets 
romanos en la numeracidn. de los. cuadrantes . Lbs 
puntos para los cuales la segunda coordenada es . 
igual a la prtmera estin situados en los cOadrantes 

i^i"- . / . ' •„ .\ 

Todos los juntos con 
ordenada ^3 estfin ^ . 

situados 3 unidades 
por debajo del eje 
X. Foripan una recta* 
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Todo^ los puntos con 
abscisa ^ e^'t^n^^n 

la recta ^1^ unidades 
a la derecha del eje y, 
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Re spues tas al ' Con junto de problemas 14-lb ; \pj[ginas ^9^421* 
. 1. 
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, Figura para el problema 1 

G y H no son el mismo punto> pprqVe^ aunque los 

mismos nvSimeros. se usah en las cooydenadas ^ la 

*^ , ' - ^ ^ 

otdenaci6n es dlferente. For' la misma raz6n, I y J 
mismo T)unto,» ni lo son K y-"L. 
ares ordenados ^ 



de n>lmeroj>bienen abscisa 
igual a 2/ Todos los 
pun tos para los cuales la 
abscisa del par ordenado 
es 2 e§t;^n en la recta 
paralela al eje 2 uni- 
dades It la dere'^a del 
tnismo . 
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^ Figura para el pro^lema 3 

4. Todos los pares ord|nad^s con ordenada igual a 5 

estin asocia^os con puntos fen la recta pta'^alela al 

♦ 

eje y,, 5 unidadas ^p'or encima del mismo. 
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5 . Si> se pudieran localizar 
todos ios puntos cuyas 

cooifdenadas son pares de. 
nfimeros tales que el 
primer y segundo ndmeros 
de cada pat sean el tai^o, 
se tendria"" una recta pasando 
por el prigen* \^ * 



(6.5^6,5) 




Figura para el problema 5 

^6. Cada punto va a un punto con la misma ord^nada, y 
con abscisa-^1 gpuesto de la del punto original. 



(2,1) va a .(-2,1). 

(2^-1) (^,-1). 

(-|,2) va a (|,2). 

(-l,-l)va a (1,*1) . 

(3,0) va a (-3,0). 

(-5,0) va a (5,0),. 

(0,2) va (0,2). 

(0,-2) va a (0,-2) . 



(b) .(-2,1) va a (2,1). 
(-2,-1) va^a.(2j-l). 



(|,2) va a (-p2). 

(1,-1) va a (-1,-1). 

(-3,0)' va a (3,0). 

(3,0) va'a (-5,0). 

(0,2) va a (0,2). 

(0,-2) va a (0,-2). 



. (c) (c,-d) va a (-c,-d) . 

\(d) (-c,d) va a (c,d). 

J (e) (c,d) .va a (-c,d) . 

> ' (,f ) vLos puhtps en el ej e y 
no cambian de posici6n. 
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Figura para el problema 6 



*7 . 

(a) (1,1) va a (3.1). ' 

(-1,1) va a (1,1). 

(-2,2) va a (0,2). 

.. . (0,-3) va a "(^,-3)'. 

(3,0) va^a (5,0). 



(b) (-1,1)- va a (1,1) . 
(-3,1), va\ (-1,1). 

; (-4,2) va a^ (-2,2). 

(-2,-3Xva a (0,-3). 

(l',0) va a C3,0). 

(c) (c-2,d) va a (c.d). 

(d) (-c-2,d) va a (-c,d). 

(e) Todos los puntos cambian 
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Figul'a para el problema 7 



4. 



de poslcid^i .. ' 
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14- Gr^ficas de enunciados a'biertos con dos variables 

]!!tue&tro objeto aqul es establecer la conexidn entre los 
• pate$ .ordenados como aspctados a los puntos del piano, y los 
pares ordei^dos como soluci ones de enunciados abler tos» De • t 
nue^o el acento est^ en la ordenacign . 

P^gina 421 ♦ Si se asigna 0 a y, -2 a x, tenemos' 

3(0) - 2(-2) + 6 » 0. Este enunciado no es cierto. , 

Si^se asigna 0 a x, -2 a y, tenemos 

3^-2) r2(0)+6«0. Este enunciado es cierto. 

Pgginas 422-23 .. Como'vimos a^nteriormente, (0,-2) per tenece 

al conjupto de validez del enunciado 

* 

3y - 2x + 6' = 0, 
i^ientras que (-2,0) no pertenece a ese conjunto de validez. 

Si r se toma como la.primeira variable, las soluciones 
de "s = r + r'incluyen (0,1), (-5,-4), (2i, 3|), y asf 

sucesivamente. (-2,-3) no ^s una soluci6n, pero (-3,-2) si • 
lo es. * . 

Si u se toma* como la primera variable, las soluciones 

2 * ' 

de "v - 2u " incluyen Ips pares ordenados* (0,0), (2,8), 

^(-1,2), (.5, .5), ^ asf sucesivamente. (-1,2) es una solu- 
ci6n; (2,-1) no. satisface' al enunciado. 

Las soluciones de "y = 4" como un enunciado con dos 
variabl'es, incluyen los pares ordenados (0,4), (-3,4), 
{o*3,4)i y asf sucesivamente,. Todo par ordenado que satis- 
face al enunciado tiene ordenada igual a 4, . . 

Todo par ordenado que satisface al enunciado "x = -2" 
tiene abscisa igual a ^2, 
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Respuestas al Coniunto de problemas l4-2a ; p^ginas 423-424; 

1. (a) El conjuntb de validez es el con^Vinto de todos 

los' pares ordenados cuyas ordenadas son iguales 

. ' 'a 5:^ • ■ ' - ■ , " 

- - * '(b) . El conjunto de validez es el conjunto de todos 

>/ los pitt-es ' ordenados cuyas abscisas son iguales 
a 0 . -> 

/ (c) ' El conjunto de validez es el conjunto de todos , 

— _ ^ los pares ordenados tales que la ordenada es 

* -3 yeces la abscisa. r ' 

^ (d) El cotfWto de validez.. es el conjunto de todos . 

■«> los pares ordenados cuyas .abscisas son iguales 

2. Aqui se sugieren algunos pares. ,H5gase que cada 
estudiante revise sus soluciones prefer idas verifi- 
cando si satisfacen a los enunciados abiertos : 
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3. 



» » ■ » - 

(a) (0,-2), (2,4), . . (-2,-8), (|4^ 

(b) (-2,0), (0,2), (-5,-5) 

(c) (-3,10), (0,1), (5*10), '(|,f) 

(d) (-1,1), (0^0)' » 

(a) (1,2), (-2,-5) ■ . 

(b) (0,5),- (-5,^) 

(c) (-2,-3), (3,8) . 

(d) (-5,-5), (^*5) , 
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Figura para el problema 4(a) 
(c) 
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Figura para el problema A(c) 
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Figura piara el ^^blema 4(b) 
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Figura para el problema 4(dy 



hacer estos iproblemas ^ y en la discusi<5n de ellos en 
clase^ los estudiantes pronto notarSn que los puntos en (a) 
parecen *estar en una Ifnea recta, al igual que los puntos 
en (b), mientras que ni TS's^^ Xj^^i los de id) estlin en una 
sola Ifnea recta . EstimtSl^ese a los estudiantes a considerar 
esto; la€ respuestas aparecerSn mas adel^ante en este, mismo 
,icapitulo\ 
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f^Klnas 425-427" . 
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£1 eKiamefii'de la grSflca demostraril al estudiante que 
todos los puntQ*^ asociados con los p|[res ordenados Indicados 
en la^taibla, parecen estar en la recta. 

Las coordenadas del punto A satisfacen a la ecuaci6n, 
V *puesto que 

^ \ 2(6)' -^3(2) ^ 6 « 0 ^ 

es un enunciado cierto/ . 

La forma general de la ecuaci6n lineal .con dos 



variables 



Ax +, By + C « 0 ' *^ ' 
debe ser destacada^ y se debe referir a el la' con frecuencia'^ 
para que los discfpulos puedan reconocer al momento tales 
^ ecuacpDnes y asociarlas automKticamente con linea^ rect^^s^ ^ 
Pue^o que los aluinnos no han estudiado forjialinente la^geo- " 
rn^ria, no debemos esfterar que entiendan una definicidn ^ 
^eom^trica de la recta* Sin embargo, su experiencia en 
dibujar gr^ficas de ecuaciones* de la^ foirraa Ax + 3y + C « 0 
sugiere que tomemos como definici6n de recta, la siguiente:^ 
Una recta es un con junto de puntos cuyas ^ 
coordenadas satisfacen a una ecuacidn de 
la forma ' ^ v 

\ Ax + By + C - 0, 
con A ^6 B al menos distinto de cero. . . \ * 

En generally cada grUfica (conjunto de puntos en e^ piano), 
'a\3n la grafica vacla, est5 asociada con un enunciado.atierto 
e inversamentfe . ' ' * 
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Obs^rv^se que hi^s usado^ "Hnea 2:^ecta^*^*y ']pecta" 
indistl^tai^ente* , En ade^ante^ preferlt<^os la expresidn m^s 
corta "racta"^ 

Respuestas al Con.lunto de probremas 14«2b ^ piginas- 428-429 : 

El maefetrojjeb^ ^nsistir* an todos los •ejercicios 
siguientes en qu^ -tracen las r.ecl^as taft; larg^as cqhio .selT 
posible dentro dfel campcy de*»la gr^fica* Desde el principiOi 
^ la tendencla a dlbujar jsolamente segment os debe ellmlnarse^ 
a menos que las limitaciones sie incluyan en Ips enunciados 
abler tos« T 



1^ Todds los puntos 

con ordenada -3 "est^n 
en una recta paralela 
al eje^ljprizontal, y 
\;^^3^jJkM.a}^ por debajo 
de Sate. 
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Figura, para el problema 1 



2. La ecJi&ci6n ?uya 
gr^fica es el eje 
hofrizontal tfs » 0". 



^^La eciJa^^i^n cuya grii- ^ 
fica el eje vertical. 
0'{ 
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Figura para el pro^jOjrfli 2 



La xectpL (a) incluye 
todos los posibles^jl^intos 
para los cuales la abscisa ^ 
es igaal al opuesto de la 
ofdenada. La recta (b) 
incluye los puntos para 
los cuales la ordenada es 
el doble de la 'abscisa* 
La recta (c) incluye los 
puntos. pata los cuales la * 
ordenada es el opu^sto^del 
.doblesde la abscisa* 
Todas estas gr|ficas son 
rectas, y^todas pasan por 
fel origen*. Sus ecsAiaciones 
son : 

(a) y = -X 

, *(b) V = 2x 
(c) y = -2x 
•Todas las gr^ficas son 
rectas que pasan por ^1 * 
origen. La grdfica de 
(a) asoiende a medida que 

va de izquierda a derecha, 
mientras que la grUfica- 
de (d) desciende. Lo 
■ mismo se puede decir de 
las gr^ficas de " (b) y 
(e), y tambi^n de 'las 
gr^ficas de (c) y«(f). 
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Figura para el problema 3 
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. Figura para el problema 4 
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5. Ira grifica de 
t (a) difiere de 

la gr^f ica de 
^\h) en que , 

corta al eje 
* en un punto 8 

unidaties por , 

encima del 

punto en que 

I9 corta la 

gr^ f ica de (b) * 

La gr^fica .de 

(c) corta al 

eje y en un 

puntQ 10 uni- 

dades por ^ 
.encima del . 

punto eri que 

Figura para elproblema 5 
lo corta la • . 

* * 1. 

gr^fica de (d)* 

La gr^fica de (e)^no solamente corta el eje y en 
un punto diferente del punto en que lo corta la 
gr^fica de (f)% sino que^ tambi^n la gr^flca de -(e) 
asciende, mientras JLb gr^fica de (f) desciende* 

Las^gr^ficas de (a) y (b),parecen ser un'par 
"de rectas paralelas* Las gr^ficas de (cj y <d) 
tambi^n parecen ser paralelas, pero las gr^^lcas de 
(e) y (f) no lo son* 
P^ginas 429-430 , Al intentar situar puntos tales como 
(-2,50, (-1,2), (0.2),, (1,4)., X2,8), y (3,10), los^estu- 
diantes notar^n en seguida que los' puntos no est^n ^todds ert 
una recta, sino que estUn por encima de la recta que 

X91 
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constituye la gr^fica del enunciadb abierto "y = 3x", puesto 
que a lo largo del eje y, "mayor que!* sigiiifiea "por encima 
de'' • El enunciado abierto cuya gr^f ica *es el cpnjunto de 
^ puntos para los cxSales^la ordenada es mayor que 3 veces 1^ 
abscisa, es '^y > 3x^^. • ^ i , 



/ 



Respuestas al Con junto de problemas 14-2c '; p^ginas 432-435 ; 

!• El enunciado abierto 

cuyo conjunto de validez' 

el conjunto de pares ^ 
' ordenados tales que la ^ v 
ordenada es dos uni- 
« dades mayor que la 

' absci^a^ es *'y = x + 2" ♦ 
La' gr^fica del conjunto 



de puntos asociados con 
este conjunto- de pares 




Figura para el problema 1 



ordenados es I9 recta 

mostrada en la figura ♦ • 

Con referenda al mismo sistema de ejes coordenados^ 

no es posible dibujar las grfificas de ambos enun- 

ciados **y^ ^ +-*2*' ^ "y ^ ^ + 2", porque en ej 

primero^ la recta cuya j^cuaqldn es "y « x + 2J'yest5 

^ U 

punteada^ y en el segundo^ es una recta de trazo 
-continuo* 





Figura par^i el problema 1(a) Figura para el problema 1(b) 
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2. / En el enunciado, "y = |xp', 
puesto que jx I es positive 

o cep^o para todos lo|j^ 
* valores dfe x, se in:|^er^ 
que " y 'riunca es^-^negatiyo* 
Las/soiuciones para las 
cuales. las "abscisas se 
dan son: » . . 

(-3,3)," (-1,1), (1-|>1-|). 

^ • (.2,2>, (4,4). 
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Figura para el problma 2 

. ■ \ • • 



(c) .y = -I'x 
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'•(e)* y = X 
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Figura para el problejpna 3 



(f)' y - -X 
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Las gr^ficas ie todos estos enunciados abiertos son 
rectas que pasan per el origen* ^ \ 
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(d) y *='|^x + 3 
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Figura p&t^a el> probl^ma 4 



Las gr^ficas de todos e$-to$ *enunciados abiertos son - , 
rectag. paralelas unas a otras* 
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Figufa para el problema ^(a) Figurti p^ra el prablgma 5(b) 



tar 2x - 7y - 



2„: 



- 2 



(b) 2x - 7y > 14- 
y < fac 
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Figura para el problewa 5(c) ^ Figura para el problema 5(d) 



(c) ,2x - 7y < 1^ * 

y > Sx - 2 



(d)'"&c - 7y > 1^ 
2 



' " * * En las partes (b), (c) y .^d) , ^para obtener la «brma , 
en y,recordamos el trabajo hecho eri la secci6n 13-2, al hallar 
* los conjuntos de validez de inecuaciones . Hlgase que el ^ 

f > 

2x - 7y > 14 ■ • 

- 7y >' 14 - 2x (Propiedad aditiiva de la ordena- 

ci6ji) » 
7y > -2x + 14 (Propiedad conmutativa de la supia) 



X05 CUllJUlJLUV.'O vcaA^v*w« 

\ estudiante i^ecuerde los pasos implicados. 



y < - 2 



(Propiedad multiplicativa de la 
ordenaci6n) 



r 




1-95 



5 



6. 



,A -.-vv -a^:' -'i^v'- ' 'i^^-^l --^^^ ^-^ 'r 

'--jv, !^V\ ?i 

f x^'I--- ^.'^-'.^^ ••^r'^l^vtv. .^V -V* .-4* 



Al hallar puntqs ^^ata!^^ 
(d), 'serla- bpQrtaUrjra^ ; 
alguna discusidbi^en 
^dlase sobre Valwes ^ 
tonvenientes pkra^^: ' 




i esti^it en l^s gr^ficas ^ ^ :r\ ^ . 



- de (a) ,* (c) <d) :^ ' / 
/ A conWnjadci6h v^r^fi- . ^ I 

camosT que estas codrde^^ 
. Tiadljas satisfacen a *lo$ . 
/ eAunqiados dbiertos ^ - - 
* correspondientes : 

^ ia) 5(2) - 2(01^ ii ^ V ' 
^ *es nin enunciado cierto* 

(c) 5(^2) + 0 - 10 es ufV' 
enunciado pierto*. 

(d) 3(2) 4(0) « 6 ^s-^ . • 
un Qfiunciadb cierto. 



« .»» * V- 
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. 2x^ - 3y 1C> . • . ,V 

' - • - • , • • 

. Aqui vserfa- de giran *> . 

" ayuda pargivel .^'tu- • 

; axant;e sefialar. que 

>^ ~ <■'>" "■ 
' pue4.^ sustituirse k 
"* >. •■ 
ppr'un n^wero enter o,: 

; • - . . 

, de .^ar manera que 
"requite run vaJ-qf 

. . pufed^n hdliai'se tantos 

otxoB cotup se-qiesee^* 
* * -» , -/ 

* sum^iido al priiqjer *valor 

* tie K* * mdltlplos del 
denoittitiador V^e la 
fraccidn que es el 
c«fifeie|iLte cie ^or^ \ 

aploj * , Figura para el proMema 7 
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. Aquf es evidente a simple vista ^ que no hay valores 
^ntetos parar^ x qu^ den alores enteros para y. 
De modo que haceyno^ijfcb mejor posible: 
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(c) 3x + 2y » .5 * {^) '"5 X ---J y - 12 
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y = fx - 18 
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(b) 
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Obs^rvese que aproximamos ^2 mediante 1*4 cuando dibu jamas 
gr^ficas. ^ , ^ ^ 
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Figu:i^a para ll proble^ 
Figura para el problema §(a)-(c) ^ 

Las gr^ficas de estos enurrciados no son rectas, sino 
curvas. Los enunciados abiertos para las tres t>rimeras 
difieren de l^s consideradas en problemas anteriores^ en 
este capftulo, por el hecho. de que en cada una de 4llas la 
X estif elevada al cuadrado. En el enunciado. abierto para 
(d), y es igual, no a un multiplo de'x^ sino a su 
^recfproco. pe manera que no pod^raos decir que la gr^fica 
de todo ^enuncia'do abierto es una recta^ No hay ningdn • 
^ perjuicio en decir a los estud:fantes que las tres primeras'' 
^3ficas se llaman parabolas, mientras qu6 la cuarta es 
^na hip^rbola- Estas curvas se ejicontraran otra vez m^s 
adelante. -? r 

El objeto de este problema es hac^iL que los alumno§ 
se percaten de que un punto darfo se puede asociar 
con.muchos parel ordenados diferentes, dependiendo 
' ello de la localizacidn de !ps*^ejes. ^ 
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Pun to 


(x,y) 


O (a.b) 
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* (-1,-7), 
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El estudiante dotado piede destubrir jt:5pidamente que 
para cada punto, "a = x" - 4" y "b «= y - 3". Debe 
acostumbrarse a usar estos hechos como, una verifi- 
caci6n de sus resuLtados . Si al tratar la parte (b) 
lo hace, entonces debe veirificar cada par ord^nado 
situando el punto en la figura para este proj^lema. 



(b) 



(5,-3) 
(-3,-4) 
1-1,0) 
(3,5) 



(1,-8)^ 
(-7,-7]i 
X-5,-3X 
(-1,2) * 



1^-^y Pendientes e intersecciones con los ' e.jes coordenados 

Los estudiantes necesitan dibujar cuidadosamente las 
gr^ficas d^ (a) a <j) y ha liar la ecuacifin de cada \ina de 
estas gr^ficas como preparacidn para el ^n junto de pi^oblemas 
14-3a. * V . \ 



ERIC 



2S3 ^ 



507 



» ^ 
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jiuando los pantos suc^sivos se unea/ resultan si^tuados 
^ en una recta. No^hay juntos en la tabla que AO^est^n 
en la recta que pasa por los puntos (^6^-6) y ^(6,6). 
El punto (8,8) est^ en la recta, pero no en \a parte de 
ella ^jitre (-6-^-6) y^J[6,6)\^ El fenunciado abierto qup 
describe esta grafica para todos Tos puntos deL pl^no 
es^"y « X*', La recta divide Ips ^ngulos formados^.por los 
ejes en dos partes iguales* ' • . 
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Serla fScil, por supuesto^ detertainar\ pares que cumplieran 
la^ condition, sin hacef la tabla. Una recta pasa por 
todos los puntos. El enunciado abler to que describe 
esta recta es '*y - -x"* Difiere del enunciado abierto 
eh (a)., por que aquf aspciamos y. con el opuesto de 
Los estudiantes pueden notar que esw recta divide en 
dos partes iguales al otro par de 4ngulos formados por 
los ejes. ' ' 
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(f) y = -"Bx , 

(g) -'y = -3x * 

(h) y - |x 

(J)> y -^^^ ^ 

' (k) y.^ ^ 




Figuifa 1 



Respuesta>s al Conli unto . de . problemas 14- 3a ; p^^gina, <^7-438: 
E-os coeficientet de x en los enunciados abiertos 



1. 



para los cual^s las* rectas est^n entre las grUficas 



de "y 



X' 



0"^ s*on 2, 6«j y V^- Observamos . 



2. 



4. 



que todos estos niSmeros son mayores que^l. 

Loc coeficientes de x en los . enunciados abierttfS 
para los cuales las reqtas est^n entre las gr^fieas . . 
de - 0'^ 2 "2 ^ Estos coeficientes 

son* mayores que 0, pero menores que 1. 
Los coefieientes de x en los enunciados abiertos 
para los. cuales las fectas estin ^ntre las %ra£icas 

de "y =^ 0'}^ y "y - ^x", son ^ y Esto§ coefi- 

cientes son menores que^O^ pero mayores qi/e -1. > 
Los coeficientes de Xv en los enunciados abiertos 
para'.los cuales las rectas est^n entre'^as grlif^cas 
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de ''y « -x'* X ^ son -6 y -3, Estos coefi- 
cientes son menores que -1* 
5/ ha gr^fica de O^Olx" est^ entre las .gr^Acas de ' 

La gr^fica d6 "y « -I00x'^ est^ entre las graficas 
. . de "y » -x" ^ "x ^ 0". 

La gr^fica de *'y » -56x" est5 entVe las fer5ficas' de 

- ^x'" y =0". • 
La grKfica^de ''y^ \- -g-x'* est^ entre las gr^fica^ de 

»y « ^x" :x "y - 0". ^ ^ ^ . ^\ 

La grmca de *'y = est^ entre las gHficas ^e 

\ La grafica de ''y = - ^^^^ est^ entre las grUficas de 

6. ^ Hay muchas rectas que contienen el origen. Ddride 

est^ situada, con respecto a los ejes, una recta que 
coittiene el origen, xiepende del, coeficiente de x 
en su enunciado ablerto. Cuando el coeficiente de ^ 
X es positive, la recta est^ en los <:uadrantes 
I y III. - Cuando el coeficiente de x es. negative, 
la recta esta en los cuadrantfes.il y IV. Cuando el 
valor absolute del coeficiente es tnenor que 1, la 
. recta est^ entre '^y^^ -x" x *'y = 0'^, 6 entre 
>'y J x" X "y ^ Cuando el valor absoluto del 

coeficiente es maypr que 1, la recta estH entre 
' "y = -x" X " ^ entre "y = x". ^ "x = 0" . 

7. Las griificas de ^cuaciones de la forma "y = kx", 
donde k es' vin nyjaero real, son rectas' que pasan p.or 
el origen. Cuando k es positive,, la grafica *est€| 
en los cuadrantes I y III. Cudndo k es negiitivo, 
la grJLfica esti en los cuadrantes II y IV. Cuando k 
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est^ entre 0 y-l, la gr5fica est^l entre las grilficas 
'de "y « x" 2 "y * 0".' Cuando k>l, la gr^fica est^ • 
. ' entre las grfif icas ?le x') 2. " 0'' • Cuando 

k < -1, .la grSfica estii pntre las gr^ic^s de ^ . 
"y = -x" y "x »• 0". Cuando |Vc| >1, la gr^fica est5 • 
entre las grSficas de "y «= x" x 6 entre las 

gr^flcas de "y «= -x" ^ ^'x 0". Cuando |k| < 1, la 
J gr^fica est5 ent^ las gB^ficaS de "y 0" X ' * * 

"y » x", o entre "y = *x"*x "y " 0". Cuando k * es 0, 
^ la gr^fica es el eje * ' 

P^ginas 438-439 . Para ha liar las ordenadas de puntos para ^ 
el tercer enunciado abierto, *^'y ^^-x 3"^ restamos '3 de' la 
erdenada de cada punto en la gr5fica del primero. Las 
coordenadas, de los puntos en los cuales las rectas (a), (b) 
y (c) intersecan al eje vertical ;son (0,0), (0,4) y (0,-3); 
respectivamente* La ordenada de cada par es ^el mismo numero . 
que el aiiadido al tSrmino *'4x^* en ^ 1 correspondiente enunciado 
abierto^ 

Pkginas 439-440 . La grilfioa cle ''y = -^x + 4" podria obte-* 

nerse trasladando la gr^fica de "y - ^x"*' 4 unidades hacia 
arriba, 

2 1 ' 

^La g:p^ficff de*^^y « ^x* - 3" podria obtenerse trasladando 

I 2 
la gr^fica de "y « -^x']^ 3 unidades hacia abajo. 

Los enunciados abiertos son: 
y « + 6 • 

. y = Ix - 6 

Sus grilficas se muestran en la figura 2. 
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La .pendlBtkta es n^gatlva 
cuando la recta desclerfde a 
^medida que se recorre de 
iz^pttierda a derecha^ La 
pendientle es 0 cuando la 
recta es paralela al eje x*^ 
La\ recta ^^x « 2?' no tiene 
pendiehte, pprque no pod^os 
escribir '*x « 2^* en la forma 
en y. Asl, cada recta no 
vertical t^ene una pendiente, 
y solament^ las rectas verti- 
car^s' no tienen pendientes * 
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Figura 2 



P^glna 441 » Si tomamos como primer niSmero en el numerador y 
en el denortinador la ordenada y la abscisa^ respectivamente, 



del punto (i,2), la rd26n $s: 



2-7 



De modo que 



2-4' 2 

obteriemos el mismo valor para la*raz6n^ no importa qu^ par * 
ordenado tomamos primero*,*^ ' 

Pagina- 442, Podemos elegir/ esencialmente, ^ntre dos posibles 
definiciones de la pendiente de la recta: el coeficiente de 
x en la forma- en y de la recta ^ y la razdn de la variaci6n 
vertical a" la variaci6n horizontal* al pasar de un punto a 
otro en ia recta (no vertical.) * Eif un curso de geometrfa 
analfticai en el cual a una recta se le da una signif icacidn 
geom^trica^ la segunda se tomarfa como de£inici6n, y la 

primera se demostrarfa como un*teorema, Aquf hemos defihido 
una -a?ecta mediante su ecuaci6ni y es natural tbmax la primera 
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definici6n y demosttar la segunda/ Los estudiantes m^s apro-? 
vechactos preferir&i remplazar la fr^seologfa del te.orema 14-3 
por el siiftbolismo m^ts, precise: Si (a,.b) y (c,d) son puntos 
distintos en una* recta no vertical L; entonces la pendiente 
de L es • v , 

• b - d 



a - c 



La pendiente de la recta que contiene los puntos (6,5) y 
(-2,-3) es , <5 1, La pendiente de la reicta que 

I , ^ 3-7 .4 . ' 

contiene los puntos (2j^7) y (7^3) es ^ ^ ^ 5 * * 

" • ' ' . ■ \ 

Respuestas al Con junto de problemas 14-31) ; p^gina 443: 
. ' (b) ^ I ^-T T ° ^ ° 5" Z ^' " 7^ no tiene pendiente 

P^Sgina 444. La ecuacidn de una ^recta paralela a la recta de 
la figure 10 del texto, pero que contiene el pun to (0,6), ^es 
'••y = . ^ + 6" . ■ ^ / 

Respuestas al Con junto .de problemas^l4-3c ; p^gina 445 : 
1,; y = J X + 6 
' 2. y = J X - 12 - 



3. 



2 

5 
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■1 



■ I 

2 "t; la ecuaci<Sn es 

' . "y " I ^ 

Veri*ficaci6n: 

11 - 1(4) - 3 / 

4 « |(2) - 3 , 



La pendiexxtQ es v, *^ T^** \cuacidn parece 

ser "y^ » x'^ pero (5,6) y (*5,-4) no estixf &a esta 



recta* No hay ninguna recta que ctimpla estas condi- 
clones-^' * 

PilRina 447 . Si l:a pendiente de la recta hubiera sido 
hubi^ramos escog|.do puntos partiendo del (0,6), contando tres ^ 
unldades a la detecha y dos \mdCdades hacia arriba, o tres urii- 
dades a la lEquieifda y dos i^ftii'dades hacia abajo.* Otro pun to 
estarfa #situado s^s unidades a la der^cha y cuatro unidades 
hacia arriba>. y as! suces^frvamente* El enunciado abier^o para 
esta recta es y « — x + 6, 

Recu^dese a los estudiantes ^que las rect^^s verticales no 
tienen pendientes^ y tales rectas ti^»en ecuaciones = k*S 
dohde k es un ndmero. ' Asl^ la ecu^ci<5n de la tecJ:a que 
contiene el punto (-3,4) y que jio t^&nga pendiente es x « -^S* 

Respuiestas al Conjunto de^ problemas l4'-3d ; paginas 447-452: 

1. (a) Puesto que la inter- * , 

** 

secci6n con el eje*y ^ * 
. r^sulta \er (0,2) en la 

I* 

' V grSfica, la ecuaci^n de 

5 ' ' . 

la recta es y = "^x + 2. . 
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tiei:)[e (-6,-3) y 
que careee de pen-, 
"diente biene por 
ecuacl6n*x 
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Figura para el problema 1 



Ll^mese la ia£enc;,t6n 
sobre la di3tinci6xi 
entre las pendientes 
de (c) y (e) . Para 
(q), la pendi^nte es^ 
0, y la ecuaci6n es 



II 




y « Para (e), 

no hay pe^idiente, puesto 

que el denominadpr de 

la forma fracclonaria 

de la pendiente es 

3 - 3 6 0» * 

* ^ * ^ / Figura para el problema 2^, 

*La pendiente de la recta que cont^ene (l^^-l) y (3>,'i^^s 



. 3 - 1 ' ^ 
La pendiente de la recta que cpntiene (l.-l) y 
(-3,-9) es^ 



5r 



-9 - C-l), 6 2. , 
-3 -1. , ' 

Eor lo tanto, el punto (-3,-9) est^ en la recta que 

contiene (l^^-l) y (3,3). 

3 




(a) Todfes las rectas pasan por el origen, o tienen. 
•'el punto <0,0) com\Sn, ' ' * ^ X 

(b) Todas las rectas tienen la misma pendiente, 

(c) Todas las recta§^ tienen la mlsma ordenada &\ el 
origen^ -3 

1 

(d) Las rectas tien^ la inisma pendiente^ - ^. 
Adem^sV last do s rectas ^cuyos enxm^iados abler tos 



son 



+ y « 3" 2 t 12'^ tienen la 



misma ordenada en^el origen, por tanto,.son , ' 
paralelas a la primera^ * 



(ay 





Figura para el problema 4(d) 



+ 4y - 12 



(b) 2x 3y = 6 



y = ~x - 2 



La ordenada ^n el origen de (a) es 3^ 
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La ordenada en el origen 



de la pritnera recta es 



4 ^ 



La pendiente de la 



feegunda^recta es . 



6. 
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Figura para el) ptobleraa 5 



(a) y = y&c- - 7 

(c) yi - ^ + 4 • . 
:(d^y=^^-2 

Las grSf leas de estos 
enunciados son rectus ^ 
porque cada enunciado 

abierto es de la 

C 

forma 

Ax + By + C « 0. 
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Figura para el problema 6 
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^* (a) y = . ! ^^ '^'^ 

(b) y = |x - 2 (e) ' y = mx + b 

(c.) y = -2x + ^ 

La ecuaci6n de-,cada recta puede 'escribirse en la' form^ 
Ax + By + C - 0. Cada una.de ^stas puede ^sfierse en 
,1a forflia y^= rax + b, excepto cuando 'B * 0. Ni el ■ 
. eje y.*ii ninguna recta paralela al .miemQ pueden 
f ponerse en ,1a forma y « -mx + b. .L^a ecuaci<5n del 
eje^, "y =. 0"-, es de esta forma cor. . m x b' ambos 0. 

8. LaVpendiente es ^ I q * ^ ordeHada en el origen 

* es La ecuacid^v^ "y = -1?^" . 

9.. Puesto que*la ordenada en el origen eS.7, la recta 
contiene el punto (0,7). Gomo tambi|n contiene-.el 
punto (6,8), su pendiente se puede escribir en la 

forma ^~Qi <5 La ecuacifin de la recta es 
"y = |x + 7" , • . \ , 

10. La pendiente es ^"^^ <5 -1. La'pendiente de la 

recta que contiene (-3,2) X (x>y) ^ _ ^^3^ . La 
pendiente de la recta que contiene (3,-A) ^ ^^>y) 
es ♦ Puesto que -1,1. .son 



nombres para el mismo numero, 

• V " 2 = siempre que x i^' -3. 
^ x - (-3) / 

Entonces, pbtenemoa y - '2 «= (-l)(x + 3) despu^s de 

multiplicar ambos miembros por "(x + 3y\ *^con la 
restricci6n de que x ^3.' Luego, 

' y « ^^x - 1 • 
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Como -1 y y — V"4)^ nombres para el mismp ntSmero 

Entonces y + ,4 = - 3), es (Jecir, 

y « * X - 1/ , ^ 

,2-3 1 ^ ^ 

(a) La pendiente :^ ' q ^ ^ 7 laTordenada en 

el origen es 3, de modo que, la ecuacitfn es% 

"y «^ X 4^ 3"* 

(b) La pdndi^te es ^^^q ^ 5 ^. ^ * ^ ordenada 
en el otigen es de modo qu^ la ecuaci^ es 

12 ^ . 411; , 
^ 5 

*(c) La pendiente es ^ 4^ y 1^ ordenada 

fen el origen es de modo que^ la ecuacidn es 

(d) La pendiente es —jr- y la ordenada 
en el origen es 6, de* modo que, 'la ecuaci^n es 

(e) Dos ^xpre^iones para la >pendiente son 

> y J- 0-3 -1, si-x/^ 3. 

. X « (-3) 6 - (-3) 3 

^ y - .3 « - ■o(x + 3) . 
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<f) *Das^presiones paxa la. pendiente son 
*" V - 3 

- -s: .y - 3 « 0). ' . 

(g) ' La pendienter es 



^3^-" (-3) > ^ |-' P«ro |no es un 



ntSmero. ' Por lo tanto, la iiecta no tiene pen- 
^diente. Las tSnicas. rectas que no tienen pendiente 
son las rectas verticales. La, recta vertical por 
e; 'punto (-3,3) tiene la ecuaciSn "x + 3 » 0". 
(h) Dos expresiones para la' pendiente son 

y ^ 2 ''2 - 1 1 

IrrH Z 4 . (,3) « si X ^ 4. 
Entonces -'-i, 

X y - 2"-l(x.- 4). 
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Figura para el problema 12 
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' *13» " (a) 2w + 2(v + 3) . Esta es una expresiiSn lineal ^ 
en^sw, pues usando 1^ propledades distributiya • 
y asociativh, se conVlerte en "4w + 5" .. 
^ (b) w(w +3)^ 6 + 3w. Esta no es una expresi,6n ^ / 

^ lineal en w,i%|i , • ^ 

(a) ird. Est^ expresidn 'es lineal en d. Si se • 

f • duplica el.dilmetro, la longitud de ia/circunfe- 

rencia se duplica; si el'^&aetro se reduce* a la 
mi tad, la longitud de i'a circunfereijicia se 

reduce a la niitad. La razSn £ es igual a ir* ; . 

<♦ - - d • 

esta raz6n no cambia cuando d varla. 

(b) "l^d^. (Si el estudiante no esti familieorizado 

con esta fdrmula, puede considerarse como el 
resultado de combinar los dos enunciados fami- 
iiares, "el 5rea es ttt^ " 2 "d es 2r", 6 
"r es 2^".) Esta expresi6n no es lineal ep d, 
pero es lineal en d^. Si A representa el 
firea, | » ^ ^ ^j. = | ^ • El valor de |, 
■ "cambia cuando varla el valor ded; el 'valor de 
no varfa cuando se cambia d. 

*15. (a) La longitud de una circunferencia Varia directa- 
mente como el dilmetro. La constante de 
proporcionalidad es ir . El 5rea del disco .no 
var fa direct amente como el di^etro, pero'varia . 
\ directamente como el cuadrado del di&netrov La 

constante de proporcionalidad es i""* 
(b) Con respecto-a la grdfica de una expresidn lineal, 

la constante de proper diondlidad indica la pen- 

♦ 

.diente de la recta. , . 
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(c) Si la constante de >4)3?pporcion^lidad eg n^gativa, 
ei valor de la expresifin dtsminuye cu^indo'pl 
•valor de la variable aume^jta. ^ / 
id) La expresidn tencu:£e*la frarma "k'/x"...- 



*16. 



w. 



*17. 



La'^lisCancia 4p millas -serla £sta Is urfa 
. exprgsl6n JLineal, en vt»; La . distancia varfa dlr'ecta* 
men^e cdinb el tiempo. - La.constarfter "de proporciona- ," , 
lldad es la v^locidaxi ^n^illas .por hbra* Si el -v " 
autom6vil ha recorxido 25 mil las al qabo de 20>iainutos 
(que es de'una hora) , hallamos la constante 

propotcfoixil'idad, tom<:\ sigue : ^ 



k = 



25 
75 









y 
























































-a- 






































0 










X 








\ 








n 


r 
















— ] 


r - 






















r 





















1 


y 
















































p! 
























' 1 




















— 




0 


t 




X 




n 


























































> 











4 ^ 



Figura par^ el prcflfi||,e^^ji7(a) ^ F para el problema 17(a) 
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Pigura para el problema^ 17*(a) 



(b) Si a la variable x se le asignan valores 

positivos creciefttes, los valores <te ^ (k > 0^ 

disintinuyen. Si k es negative, entonces para 
valores positives crecientes de los valores ^ 
de "~ axamentan. 



18. (a) ~ I doxid^^> 0.. 

^ (b) Esta es unrf 

variaci6n inversa, 
X la coftstante de ' 
proporcionalidad 
es 25. 
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Los puntos utilizados incluyen : 
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4 




6^ 




20 




20 


ia| 


4 


5 ^ 
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2 . 


• ,1 • 



*i4?*4* Grjtficas d e enumiiados abiertos que contienen solamente 
enter OS * ^ 

Esta secci6n se incluye con ^el propdsito de que el estu-. 
diante se d6 cuenta clara de que los enunciados abiertos no 
necesariamente tienen que incluir todos los ndmeros reales 
como posibies miembrps de stJi3 conjuntos de validez, y r^conozca 
la situaci6n correspondiente en cuanto afecta a las gr^ficas* 
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P^gina 454. Cada ordenada es una tercera parte, d^ la 
abscisa.correspondiente* ;Por lo tanto, obtendremos pares 
ordenados de enterps jsolamente para absclsas que son mdltlplos 
de 3. El 1 y el 2 no son mdltiplos de 3, as! que no pueden 
ser abscisas* , , ^ 

Respuestas al Cog junto de problemas 14-4 ; p^ginas 457-460: 
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Figura para el problema 1(a) 

(c) 




Figura para el problema 1(b) 
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Jigura para el problema 1(c) 



22') 



524 



2. 
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Figura para el problema 2Ca) Figura para el problema 2(b) 
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Figura para el problema 2$d) 



Figura para el problema 2(c) 



3. ^2<K<0 J^ 2'<y<4, donde y son enteros. 
4* (a) y » -3x +^1, donde y son enteros/ 

(b) 4>«x<8 2 -2 -< y ^ 2, donde X, y son enteros, 6 
5:;ixji7 y -l2i.yil, donde x^ y son enteros/ 

(c) y -X - 3 para -8-<x-^-4, donde x^ y son enteros • 
Xd) x»-5 2<y<75 donde Xj- y son enteros. 
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(e) X « -4 6 -7< y •<-2, dohde y son enteros* 

(f) -2'<x-<2 ^ ^^<y <3^ donde X, y ^on enteros*^ 
Xg) x>-6 i y^x+6, donde x, ^y'son/' 

enteros/ ' 



5. (a) 
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Figura para el problema 5(^) Figura para el^ problema 5(b) 



La gr^fica de (a) es un conjunto de puntos aislados^ 
mlentras que la gr^fica de (b) es una Ifnea recta. 
Puntos sobre (b), pero no sobre (a) j incluyen: 

(1,2^), (-2,3|), etc. . " 

La gr^fica de (c) tendpfa ^e trazarse como .la^gr^fica 

de (b)^ puesto que no s^rfa p^sible indicar loi^ 
•^hu^cos" para los valores irracionales , Si x es 
racional, y ' es racional. 
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14-5 . Giificas de enunciad<j>s abiertos que contienen el valor 

, . », ■ • 

absolute - " . 

Esta seccidn, que trata del valor absoluto, es importante, 
no solamente pbr la ocasijSn que p^rocura^para recordar el 
estudio del my>r absoluto ya antes he^o en el curso, sino 
tambi^n por la oportuniiad que da para \xaminar lo que sucede 
a, una grSfica, cuandb ,.^e hacen ciertos cambios'en su ecuaci6n. 
p|gina 461. LasV^^cas de | x | » 5 X 1^ I ' ^ son pares de 
rectas verticales, y" las gr^ficas de j-y | » 2 x b I " ^ son 
pares de rectas horizon tales. La grifica de |*x ] = k es una 
rec1:a sen cilia, si y solamente si k = .0. 
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Respuestas al Con junto de probletaas 14^ 5a ; p^glnas 463-464: 

/ i> (a) - " (b) ; 
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Figura para el pi::pbleiiia .1(a) 
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Figura para el problema 1(c) 
- (e) ., • 
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Fl^ra para el problema 1(e) 
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Figura para el problema 1(b) 
(d) * 
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Figura para el problema 1(d) 
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Figura para el problema 1(f) 
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'Figura para el probleiua'2(a) Figura para el problema 2.(b) 

r ■ ' ■ 




'Figura para el problema 2(a) 



(^) 





Figura para el problema 3(a) Figura para el problema 3(b) 
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3. (-c) 





Figura para el 4>roblema,3(c) Figura para el problema 3(d) 





Figura para el problema 4(a) * Figura pA^a el problema ,4(b) . 





Figura para el problema 4(c) Figura para el problema 4(d) 



5. (1) y— 3x 

(2) . y » -X + 4 

(3) y « "pc -» 6 

« (4) .1x1-6 
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Figura para el problema 6 

pfigina 465. Sea x positive o negativo, el valor absoluto dgi " 
X tiene que ser positive. Asi que cada valor de y es posi*- 
tivo para todo valor de x,. excepto 0* Para x = 0, y « 0. 

Las dos rectas que constituyen la grUfica de y * jx| forman 
un AiguXp recto^ porque cada una forma una mitad de fingulo 
recto con la recta y « 0* Una ecuaci^n sencilla cuya gr^fica 
serf a dos rectas que no forman un Sngialp recto^ es 
"y * |x 1^' 6 "y -2|x|", o cualquier ecuaciSn de la forma 
"y » k donde k no es 1« 



Respuestag^al Conjunto de problemas 14- 5b ; p^ginas 466-468: 
• i^. (a) : (to)" " * 
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Figura para el. probl^a 1(a) 



Flgura para el prob|eiQa 1(b) 
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Flgjjra para el problema 1(c) Figura par^ el problema 1(d) 
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Figura para el problema 1(e) Figura pcura el problema 1(f) 
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Figura para el problana 2(a) Figura para el problema 2(h) 
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Figura, para el problema 2(c) Figura para- el problema 2(d) 

(f) 



(e) 
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Figura para el problema 2(e) Figura *para el problema 2(f) 
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Fi^ra para el problema 3(c) Figura'para el problema* 3(d) 
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Figura para el problema 3(e) 



Ihroblema 

1(c) l^a gr^fica de "y » • jx j " puede pbtenerse * 
glrando la gr^fica de "y « jxj" media vuelta 
alrededor del eje x» • 
1(e) La gr^fica de "x ^ ^\yr puiede^obtenerse 
^ glrando la grliflca de "x >■ ) yj" media vuelta 

alrededor del eje y. . ^ . 

2(a) La grdfic§ de "y *» I'xl + 3" puede obfcCTierseL 

trasladando la gr^fica de "y,*» |x|" tres 
unidades hacia arrlba, 
- 2(b) La grfifica de "y « jx | - 7" puede obtenerse 
trasladando- la j^^fica de^ '*y ^ | x)" slete 
^ ynidades' hacla abaj o * ' 
2(d) La gr^fica de "x « |y| + puede obtenersq 
trasladando la gr^f ica de "x « ] y| " tres 
unidades hacia la derecha. 
2(f) \ La gr^fica de "y « - [x j - 1" puede obtenerse 
* girando la grilfica de "y * |x|" alrededor del, 
eje x, y trasladHndola entonces una unidad 
hacla abaj^* 

3(a) La gr^fica de "y w|x - 2| " puede obtenerse 



trasladando la gr^fica de "y » jx|*^ dos uni-*^ 
dades hacia la derecha; «^ 
3(b) La gr^fica de "y^« |x sj" puede obtenerse 
trasladando la griSfica de "y » |x|" tre^ 
unidades hacia la izquierda ; , 

3(d) La grkfica de -*y « ]x + 3| puede obtener 

trasladando la gr^fica de "y * tres uni- 

dades hacia la izquierda, y c£nco unidades 
hacia .abajo% 
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*5. 



Si X - 6, no hay vaXores posibl,es de y, puesto que 
]yj y esto es itaposible. Si |y|= 2 , liay dos 

valorea posibles para y:^y»»-22 y*2. 
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La griifica fie la figura es 
lA. de I xj + j y| «- 5, asf 
como las grSficas de los 
^Igulentes euatro Snun- 
ciados abler tos: 
X + y » 5 ^ 0:ix^5 
X - y 5 0 ^ 5 
•X *■ y ^ ^ ]i -S^xciO 
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Figura para el pro^lema 5 



Ha sldo necesario en 
6stos limitar los valores 
de X de mariera que sola- 
mente los segmentos dtidi-- 
cados de lasrectas estar^ 
incluidos. 
*6. 




Fi|;uta para el problema 6(a^ 



La^ gr if leas de la^ ecuaciones cprrespondientes : 
"x + y -ft. 5 6 X - y « 5»:($ etc." es tin entfitaces 
trazadas mediante llneas punteadas . Ahora 
obsirveyse que x + y ^ 5 sc conviert^ en y> -x + 5 
y - ' ^ ^ -x 4-^y >5 se convierte en y>x +^5 
As£, el 4rea por encima ^ de cada una de las -rectas 
•«x + y »» 9* X ""X + y " 5" estfi s'ombreada. 
Tambiin x - y >5 se convierte en y<x - 5, 

^ 1 -X y> 5 se vC^gvieE^^en y *< -x * 5'."^ 
Asl, el irea por debajo d^Rs rectas "x - y f *5" 
X ,"-x r y *■ 5" estii scmibreada. 
Por lo tanto, la griflca de 1 xj + 1 y|>5 es toda 
la porci6n del piano &iera de la griflca de 

* ■ • * , ^^^^ . ^ . 

(ir) Sigu^endo el misn^ raEonitniie^ito , 

\x\ +J y| < 5 Implica : 

• ^y X - y < 5, * 
y , -X- 4- y^< 5,, 
y -X - y < 5. 

' Figura para el problana 6<b) 

, Por lo t^to, la - \ • 

griflca es el Srea 
^dentro de la grif ica de . 




x| + I y 



5; 



2m 



^7. 



Veriflquese sobre la recta 
num^rtca que "| yHk" es equi- 
valence a* "y< k J -y < , 
mientras que "|y]>k" es equi-' 
yalente a "y k 6 -y > k" . 
(c) La grUfica es la misma 
que la de (b)V excepto 
que las rectas son' de 
trazo continuo para 
* indicar que la grSfica 
de 

I x| + |yl « 5 
estil incluida, lo • 
mismo- que la gr^fica 
de |x| + |y| <5. 

+|yN5" 

implica > 

+ .|y| = 5 6 ' 

|x| + lyl ^-s", de ■ 




Flgura para elproblema 6(c) 



<d^ 
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modo la gr^fica 
es la misma de (a)) 
excepto que las > 
rectas son trazo 
continuo . 




Figura para el problema 6(d) 



r 



X 


-7 


-7. 


-6 


••6 


-4 

< 


^^4 


-3 


-2 


1 


3 


4 


"4 


7 


7 


|x! 


7 


7 


6 


6 


4 


4 


3 


2 


1 


3 


4 


4 


7 


7 


|yl 


4 


4 


3 


3 


1. 




„0 


-1 


-2 


0 


1 


1 


4 


4 


y u 


4 


>4 


3 


-3 


1 


-1 


0 


■fl 

imposible 


9 ' 


1 


-1 . 


4 


-4 



Los cuatro enunclados 
abler tos cuyas grificas 
« f orman la misma flgura son: 

^-7^3^ X X ^ 5 

^ + y 3 X X ^ ^3 , 
-X - y 3 X ^ -3 * ^ 

: ^ , Figura para el problema 7 

Respuestas a los Problemas^ de repaso ; p^ginas 469-477 
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1. 



(c) 



y = - fx 



- 3 



0 < X < 3 0 < y < 5, doride ^ x, y son 

enteros.^ ( 6 l_^x^2 x ]^ ^'^ ^onde 
X J y son enteros.) ' 

. (d) X = 2 -1 < y < 8, donde y es un entero 

• ' {6 X = 2 X ^ ^ y ^ ^* donde y es un entero . ) 

(e) y a 2 jx| 

(f) y = |x| -2 . , ' 

(g) y = |2x ~ 4| , o sea, y = 2 j-x - 2| 
(hk N + |yi 18 

(i) 'y 1 1* 

U) y |x ^ 31 \ . 

M y > - X + 4 ; 

(/) X < 6 X y > 0 



enteros ; 6 x ^ 5 



X 



J y spn^ ervteros % 



y £ donde x ^ y son 
1 y ^ 1 X y 1 donde 
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2. (a) 




(b) 



Figura para el p:i$t>blema 2(a) 
(c) • 
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Figura para problema 2(c) 
(e) 





. pi^obleioa 2(b) 




Figura para el problema 2(d) 

(f) . 
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Figura para el problema 2(e) Figura para el problema 2(^) 

(g) Ninguna gr^fica es posible, puesto que "|x| + |y|" 
' , debe Ser no negative. Por lo tanto, el conjunto de 

val'idez de "|x| +|y| --"-a" es 0. 
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Figura para el problema 2(h) 




Figura para el problema 2(j) 
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(a/ b) 
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.(-4, a) . 
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(0, 7) 



Figura para el problema 2(i) 
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Figura parg el problema 2 (k) 
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|a - 71 = 1 



^ \ - 
{b,) a es i^egatlvo. 

(l>) -b es ppalt4.-wo. 

(c) P (a,-.b); €i(-a,-b)j I\(-7a,b) 

(o,-d) est^ en el cuadrante II 

(^c,d) est|i en *el cuadrante IV 

(^c,-*d)est^ en el cuadrante I. 
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Figura para el problema 6 



(a) ha gr5fica de 
"y > 3x + . 4'' se 

gl^a alred^dor 
del eje y* 

(b) * La gr^fica de 

gira alrededor 
del eje x:, 

(c) La gr^fica se 
traslada 3 uni- 
^dades hacia abAjo. 

(d) La gr^flca se 
traslada 2 unida- 

^ . des hacia la 

.derecha* 




Figura para los problemas 7(a)-7(d) 



(a) - y » -2 1x1 
(t>) .V - 2 jx -5l 

(c) y » 2 |x + 2| 

(d) y « 2 |x| + 5* ^ 

(e) y = 2 )x - 2| - 4 
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Figura para el. problema . 8 



f 



(a) La ndsma recta * 
conatituye la 
griflca de cada . 
ecuacl<5n. Se 
obtlene la ^egunda 
ecuacl6n multi- 
pllcando los 
mlembros da Ta 
prime'ra por 3 , 

(b) . Las gr^flc^ 

aerfan la misma 
l£nea recta • , 

(c) Las gr^Sficas de 

las dos ecuaqiones ^^^^^^ p^^^ problema 9 
ser^n la misma recta » t 

si hay un ntSmerp k, 
tal ijue 

Si las grSficas son la misma recta » entonces 
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(a) Las gr^flcas ti^nen 

la mlsma pendiente9 

y son rectas para- 
^ lelas* Los coefi** 

clentes de x jg; de y 

en la seguQda ecua«* 

ci6n son cuatro 

veces Ids coeficientes 

de X de y en la 

primera ecuaci6n . ^ 
•(b^ Las gr4ficas ser^n 

rectas paralelas, 

a menos que D » kC^ 

y en tal caso ser^n ^ 
#* la mtsma recta. 

(c) Las gt^f leas' ser^n rectas paralelas, si hay un 
niSmero tal que D » kAj E » kB, ^ F kC. 
Si las gr^ficas son rectas paralelas^ entonces 



Figura para el problema 10 
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I ?t f • (D it 0, E ?t 0, F ^ 0) 
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Figura para el proble|na~Tr(¥) Figure para el probXeotia TLT(a) 
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xFigura para el problema 11(b) Figura para el problema 11(b). 



En am]?os casos, es evidente que las gr^ficas dep«^nden 
de laeleccidn hecha de la primera variable* Hablamos 

* ^ ' t 

de entmciados con dps variables ordenadfts ^ porque 
tratamos con pares ordenados de i^tSmeros reales, y a 
menos que las variables estin tambidn or^nadas, no ^ 
tenemos medio de conocer qui n&nero de un par ordenado 
corresponde a qu^ variable. ^ 
^12. Cada punto del piano se traslada a un punto con la 
misma abscisa que antes ^ y la ordenada del nuevo 
punto es el opueisto de la ordenada del punto original.* 
Esto significa lo mismo que girar los puntos del piano 
me^ia vuelta alrededor del eje x. 
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(a) 



(e) 
(f) 



(2,-1) 

(-2,-3) 
(5,0) 
(-5,0) ' 
(0,5) 
(0,-5) 

(a,-!)) 

(-a,b) 

(a,-b) 



va a 
va a 

va a 
va a 
va a 
va a 
va a 
va a 

va a 
va a 
va a 



(2,-1) (b) 
(2,1) 

(-|,-2) 

(-245), 

(3,0) 
(-5,0) 
(0.-5) 
(0,5) 

(a,b) 

(-a,-b) 

(a,b) 



(2,-1) va a 
(2,1) va 'a 

(- i,-2) 

(-2,3) 
(3,0) 
(-5,0) 
(0,-5) 
(0,5) 



va a 

va a 
va. a 
va a 
va a 

va a * 



(2,1). 
(2,-1) 

(-2,-3) 

(3,0) 

(-5,0) 

(0,-5) 

(0,-5) 



Los puntoB sttuados' 
en el eje X no cambian 
de po8ici6n. 
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. Figura para el problema 12 

*13. Los puntos del piano 'se trasladan dos unidades hacia arriba 
y tres unidades hacia la izquierda. 



(1,1) 

(-1,-1) 
(-2,2) 

(0,-3) 
(3,0) 



va a 

va a 

va a 
va a 

va a 



(-2,3) (b) (4,-1) 



(-4,1). 
(.-5,4) 

(-3,-lJ 
(0,2) • 



(2,-3) 
(1,0) 

(3,-5) 
(6,-2) 



va a 
va a 

va a 
va a 

va a 



fl,D 

(-1,-1) 
(-2,2) 

(0,-3) 
(3,0) > 
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(c) (a,b-2) va a (a-3,b) 
<d) (-a+3,-b-2) va a (-a,-b)' 

(e) - Todps los puntos cambian de posici6n. 

(f) Trasladando (a,b) a <a,b-2), 
produce el efecto de deslizar 
los puntos del piano dos 
unidades hacia abajo. 
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Figura para el probleroa 13 
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Sugerencias para ex&nenes 

1. CQnsidera la ecuaci6n 2x 5y + 0* * 

(a) Escribe la ecuacidn en la forma en y* * 

(b) ^Cu^l es la pendiente ,de la recta con esta ecuacidn? 

(c) iCti^l es %a intersecciiffn c 

(d) Dibuja la grSfica de la ecuacidn, 

' (e) iCu51 es^ una ecuacidn de la recta paralela a la recta 

* * ^ dada y con.ordenada en el origen igual a -2? 

2» iCu^l es el valor de ji tal que la recta de ecuacidn 

^ 3x + 2y * 6 ^^''o contenga ^el punto (a, 3)? 

3\ iCu^l es.eL valor de ^ tal* que el punto (2,-3) est€ en 

la recta de ecuacidn 2x - by 3? * 

♦ * ** * ~ 

4» Determina la pendiente de X:ada una de ^las rectas cuyas 

ecuaciones son : ^ 

(a) y - 3 » 0 > . 

(b) X.- 2y - 2 

(c) -x + 1 - 0 

5. Se dan la ecuacidn x -l-y-0,y Xos pares ordenados 
(0,2), (-3,8), (1,1), (-2,4), (0,-1), (0,^L), (.2,3). 
^Cu^les de esos pares ordenados son elrementos del conjunt© 
de validez de la ecuacidn ^ia? ' ' 

^6, Explica por qu^ sf o por qu4 no, la ecuacidn del ^problema 
\ 5 tiene una gr^fica que es una recta* . ^ 

7,. Dibuja las grSflcas de cada una de las sigulentes, en 
sistemas de ejes diferentes: , ' ' 

(&) 2x + y + 5 = 0 ' (f ) 2y + 3 = 0 

(b) y = |x - 2 (g) V - X > 0 

(c) 2x - 1 = 0 (h) X - 2y > 0 ' *■ * 

; — ^ — - -^-^ x"^ S =~y~d~^x"» y"^ 



(e) x«2y+3 (4)x+2=y 2 x^y 



2-1 * 
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8. Dibuja una recta tal que las coo^denadas de sus puntos 
sean los pares ordenadps para los cuales cada ordenada es 
jal duplo del opuesto de la abscisa. ^^Cull es la ecuaci3n 
de esta recta? . . . 

9. Al pasar de un punto a otro de una recta, la variaci6n 

- ^ -boriatontal-es 4e «3-unidades^ y la varlacl6n yertlc al es 

d6 6 unidades. ^CuSl es la pendlente de la recta? 

10. Si la recta descrita en el problema 9 contieneeL punto 

(0,- i)» icu^l es una ecuaci6n de la recta? 

11. iEstil el punto (-1,4) en la recta que pasa' por los puntos' 
(-6,7) y (9,-3)? Explica tu respuesta. . 

12. Con respecto a slstemas diferentes de ejes*, dibuja las 
griif icas de : , ' 

(a) X i. -4 X x<-l, con x,*y enteros. 

(b) X i- -4 2 ^» y numeros reales.- * ' 

13. Con respecto a slstemas de ej^s dis.tir]ttos , dibuja las 
gr^f icas de : - > • . . ' . • ; 
(a) Ix,- '11= 3 (b) U -l| <3 ■ 

14. Con respecto a slstemas de ejes distintos, dibuja 3<as ' 
griif icas de: - ^ ^ 

(a) y=|x|+l * ' *Cc) x+2y>4 " . • 

(b) y « Ix + 1 I (d) |x + 2yl >4 
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CapttuXo 15 : , 

SISTEJ4AS DE ECUACIONES E iNirCOACIONES 

El sistema de ecuacioties . lineales , , . 

Ax\ By + c * 0 

esto esi la conjunci6n 

Ax + By + C - 0 X ^ + Ey + F ■ 0, 
se presenta en muchas cuestlones en las que dos variables tienen 
que cumpllr dos condiciones impuestas sijnult^neamente.* -Esto 
probablemente explica la raz.6n de llamar este .sistema con fre- 
. cuencla un "jsistema de ecUaciones simultineas" . 

Es nuestro prop6sito que los estudiantes continuen amplian- 
do sW ideas acerca de enunclados, -conjuntos de validez, y^gra- 
fleas; As£ que,\diQho sistema es otro ejemplo de un enunclado, 
coti di variables, y volvanos a enfrentarnos con el problema d^ 
describir su conjunto de validSez y de dibujar su grSfic^ Como 
antes, resdlvemos este enunciado obteniendo un enunciadv equiva- 
. lente cuyp conjunto de validez sea oJvio. En este casq, nos ayu 
* dari mucho la geometrla. intuitiva de- las jrectas. Dos rectas, 
se^cortan solamente en un punt*, o son paralelas. Si las rectas 
dadas pqr el sistema se cortan, entonces el punto de intersec- 
ci6n debe ,tener coordenadas que satisfacen a ambas ecuaciones 
'.del "sistema," y este par ordenado es la soluci6n del enunciado. 
AslV fel problema consist© en- determinar dos rectas qiie pasen por 
, diCho.punlio de intersecci6n J", euyae* ecuaciones sean lo m^s sim- 
ple posible, a saber, una recta vertical y una recta Wizpntal. 
• Todos Yos mltodos para-^olver dichbs sistemas son e^ definiti- 
va procedimientos paw^terminar estas ^dos rectas . \ 



! 
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B^gina 480 > NuestVo $ jj^bplismo^^ V, ; / \ . ; 

I m + 5y + 1^ « 0 ^ * / * 

es meramente otra mantra d,e ipscribir el entmijiado abi^rto* 
Ax + By + C » p . D!x"+ I?Sm1- F = 0. v 



Los estudiantes jno deben intarpretaS" eT^"im^olismorc« 
ci6n "Ax + By + C>« 0 6 ^Dx + Ey + F 0". " 

Ert^ los problemas -1(a) hast;a 1(e) del. Conj Unto de problemats 
IS^la^ Ip^s Qstudl^ntes deben estimar las coordenadas de los pun- 
tos de intersecci6n mediante grILficas trazadas culdadosamente y 
tluego verificar que lo estimado est^. correcto* 

Respuestas al; Conlunto de problCTias 15** la. ; p^gS^a 481: 
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Conjiinto de vali<|ez: {(1,0)} Coftjunto de validez: ((-3»3)) 
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Conjunto de validez: {(3,1)3 
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Conjunto de validez: ((■2»'|)) 
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Conjunto de validez: \' 
,1.0 estimado por eV«esCudlante podrla ser ((-4.2, -8.1)} 6 
{(^4, *-8)}, No se trate de sacar los Valor es exactos en estos 
momentos* Este pr6b|.ema'''serd utiliaacTo como base de dls9jisl6n 
en las pr6xlinas pSginas ♦ / ^ 
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Gonjunto de validez: Todos 
los puntos de ambas rectal 



Gonjunto de validez:^ Todos 
los puntos de ambas rectas 
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Pjlginas 481^482 . 'Otros eminciados compuestos. con cQnjunto de 
vaiidez ((-1,3)3 son: ^ 

X + 1 » 0 ^2 y - 3 0 • , 

• X + 1 ' 0 •v 'X ; 2x + y - 1 - 0 

» 'x + 2y -'5 - 0- X , y ".^ ■ ^ 
Pitginas 482"487 . Nuestro prop6sito 44ui es deducir un mStodo 
para resolver el slstema de ecuacloties, - -^^^^^^^^^ 

ioi + By»^+ C = 0 *' 

(A f 0 " 6 B ^ 0;*D 1* 0 6 E ^ 0) . , 

Dx + Ey + P « 0 " 
en el supuesto de que este sistema *tlene acactamente un par orde- 
nado de n&neros reales como solucl6n. Consideramos las cltoulas 
individuales del slstema como ecuaclones .de rectas- y tratamos de 
encontrar pna recta horizontal y una recta vertical que pa^en por 
el punt o comxSn al primer par de rectas. Si estas nuevas rectas 
tienen ecuaciones "y - d" x - c", entonces (c, d) es la so- 
luci6h de nuestro sistema. 

Las rectas del sistema fAx + eyH^C = 0* 

* llfac + Ey + P = 0 * 

tienen exactamente un punto comfin, si y solamente si no son ni >^ 
• ' -paralelas ni coinci4entes. Sabemos que dos! rectas son paralelas ; 
o coincident es , si y solamente si ambas son vertic ales_p ambas.. — - 
tienen la misma pendiente. Reuniendo 'estos enunciados ,* podembs 
decir que las rectas del anterior sistema tienen exactamente un 
punto comvin , si x solamente si: ^ •,• 

(i)| B 0 6 E ^ 0 (las recliasv rio son ambas vertical es) 
y (ii\ " f ^ ' E rectas no son verticales, entonces 

no son paralelas) . ^ . 

posible que un estudiante sagaz^ qui era averiguar c6mo^ 
influyen estas condiciones en el m6todq"presentado en e). texto 
para resolver los sistemas lineal es. Puede, por ejemplo, pre- 
' guntarse por que siempre podemds. escoger multiplicadores apropia- 
dos a X 1^ ^^'^ ecuaciones de rectas hori^ontales y verti- 

cales pasando por el punto comun a las rectas dadas, si iifljt efec- 

- 2VJ , ■ 
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tivamaate un solo punt;o. La explicaci6n, que ^iertaanente no se 
preCende dlscutlr en la clase corrlente, depende de lo slgulente: 
Teorema : lias rectas del sistema , 
Ax + By V C «» 0, 

Dx Sy + F » 0 . 

son o hi.&x paralelas o coinoidentes, si y amenr 
4 tB' si exist en njSmeros reales a x tio»ambos * ^ 
• cero, tales que / 

V aA + bD « 0 V aB + bE ^ 0, 

.a 

Disctisi6n ; Otro modo de enunciar una parte de este teorema . 

. ... 

1^ .esj Si la^ rectas no son ni paralelas ni coincidentes ^ entonces 
^ para todo par de niSmeros 'reales a ^ b, no ambos cero, se 
^,fcumple 

aA + b£) ^ 0 6 aB + bE ^ 0* " 
(Observese que h^os >enunciado parte del teorCTia la forma del 
contrapo^itivo » Esto es> si el enunciado^A implica el^aiuncia- 
do Bj entonces la negaci6n de B implica. la negaci6n de A.) 
Segun veremos, el hepho de que 6 bien aA + bD 5^ 0 6 aB + bE 0 
garantizar5 el &cito del metodo empleado en el t^to« 

Demos traci6n ; " Probanos pritnero que si las rectas son para- 
lelas o coincident es , entonces exist en n<5meros a ^^'^ 
bos cero, tales que aA « a x aB + bE » 0. Hay tres casos 

a conslderar: o las rectas "son verticales, o son horizontales , o 
ni una'cosa ni otra. Si las rectas .son verticales, entonces 

B = 0, E - 0, A ^ 0, D / 0, ^ 
y podemos escoger .a^-D j^ b = A,de manera que 

aA + bD « (-D)A i- AD = 0 ^ aB + bE «- a • 0 + b • 0 » O". 
Si son horizojntales j^entonces ^"^ 

A » 0, D = 0, B ^ 0, E 0, 
•y.-ppdonos escoger a = -E ^ b = B, de manera que ' 

aA + bD =» a«0 + b«0 » 0 x aB + bE * -EB + BE.» 0. 
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SI las re^tas no son nl vertlca3^es nl horlzontales <y son parale- 
las), entonces 

- .i = .-'|,^A^O, EfV» C?*0, D|*0, 

--^^ E /; ^ . , 

^ * ^ A B 

En este caso^ podemos escoger a -1, ^ ^ * D " E ^ obteniehdo 

as! 

aA + bD « -A + ^•D ^ 0 y aB + bE « -B t « 0. 

D E * 

Inveirsamente^ demos tramos. que si existen nikieros reales 
a i fe* ambos cero, tales que aA + bD * 0 Z + bE 0, 
entonces las rectas o son pafalelas o son co^ncldentes. Hay dos 
casos a considerar: a .0 6 a « 0.> Si a ^ 0, podemos expresar 
las condiciones/asi : ' ' . 

' ^ A - ^ D ^ B - ^ E. 

a a 

Puesto que la ecuacioyi Ax + By + C « 0 no puede tener A « B ^ 0 , 
se deduce que b f 0^ Por lo t^nto, la ecuacidn Ax 4* By + C « 0 
pu^de escribirse en la forma ^ 

^Dx + ^Ey + C » 0, 
a a ^ ' 

la cual es equivalente a * 

IS 

Dx + Ey + - 0. 

b ^ 

Esta es la ecuaci6n de una recta paralela a^ o coincident e con 
la^ recta cuya ecuaci6n es Dx + Ey + C 0* 

Si a ^ 0, entonces bD ^ 0 x bE 0\ Ccmo b ^ 0, se deduce que 
D =r 0 ^ E*«*0<| Luego, las rectas son ambas vertical es, y, por' 
lo tantOj o son paralelas p son coincidente§. Esto completa la 
demos tracl6n ♦ . 
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TET^teogcema que s'e acaba de demos trar nos permit e justificar 
/ ' / *" ■ " * ■ 

el metodo del texto. Si las rectas Ax + By +;C » 0 x ' 

Itat Hh Ey + F 0 ti^nen efectlvamecite un pvinto comidb^ formamos • 

la ecuaci6n, * 

a(Ax By + C) + b<l)x^ + Ey + F)r « 0 

con numeros reales a al menos^uno de los cuales es dis- 

tinto oe^O. . Esta nueva ec\iacl6i^ puede escribirse asf: . 

(aAN- bD)x + (aB + bE)y> <aC + bF) - 0. 
Como las xectas del sisteipa original no son ni. ppcai^las ni coin- 
cident es, sabemos que o bien aA + bD 0 6 aB + bE ji* 0% y, per 
tant^ esta jciueva ecuaci6n es la ecuacrldn de una recta« AdemSs, 
si (c^d) es la soiuci6n de nuestro sistama. original, entonces - 
Ac +. Bd + t: - 0 Dc + Ed + F * 0, as! q%e 

a(Ac + Bd + C) + b(Dc + ^ +'F)' - a(0) + b(0) = 0, ^ 
Con otras palabras , la nueva recta pasa per la intersecci6n de^ 
las rectas del sistetna original. 

Todo lo que ten^os que hacer para obtener \ma^ recta hori- 
zontal que contenga^ (Cjd), es escogit ^ ^ manera que 
por lo menps uno de ellos no 'sea 0, ^ ^ + 0* Si A ^ D 

son^ambos 0^, las rectas del sistema original son horizontales , 
y, por lo tantO) o no tienen puntos comunes o tienen todos sus 
puntos comunes, contra np.es tra suposici6n original de que (c,d) 
es el iinico piaamto comiSn a las dos r^^ctas del sistema* Asl, por 
lb menos uno de los niineros A j D no eg 0^ y sencil lament e 
.escogemos'^ a ^ D ^ h « -A. ^ * V 

De igual manera, la .elecci6n de a « E ^ b « -B nos da una 
recta vertical por (c,d)» 

Los estudiantes seguraraente no apreciar^n en su valor el 
'razonamiento que acabamos de exponer, tPodr^n darse cuenta de 
Ips casos ^n que las rectas del sidtema no son ni paralelas ni 
coincidentes, y asl, sabr^n si el sistonaa tiene o no una sola 
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■ so1uc16q.' Sin embargo, siempre deberln verificar la ".soluci6n"' 
en ambas ecuaciones del sistema, para ver si sus cfilculos son 
correctos* ' . » . ^ 

El m^todo dado en el texto tiene un §entido gecmStrico: 
rectas, pvintos comunes a rectas^ etc* En el problema 2 del Con* 
j^td ♦de problemas l^lb, sfe presenta uti i&^todo ptxramente alge- 
braico* ^ ^ 

iPHginas 487*488 > Los ejemplos 1 y 2 iltistran ambos metodos para 
obtener el segundo enunciado sencillo desp\;ies que tenemos el pri- 
mero* El mStodo del ejanapio 1 es generalmente m^s sencillo, pero 
algxmas veces se prefiere el metodo del ejaaplo 2 en los casos en 
^que intervienen fracciones. ^ ; 

Ajrudese a los estudiantes a ver ^claratnente que el enunciado 
«^ 3 y** « 2'^ es equivalent e a "4x - 3y « 6 x 2x + 5y = 16*^ 

L6gicamente, la verificaci6n no es neeesaria para demostrar 
qu^ los eiiunciados son equivalentes* Es deseable, sin embargo, 
comprobar la exactitud de la aritmStica y tener siempre presente 
lo que entendemos por "el coAjunto de validez^ del enunciadb^ • 



Respuest^s gl Coxijunto de problemas 15-lb ; p^ginas 489i492: 

1- ^ (a) bx - 2y - 1^ - 0 - 
^ • ^ 2x + 5y + 8 « % 
5(3x - 2y - 14) + 2(25c + 3y + 8) = ^ 
9x 6y - 42 + 4x + 6y + 16 - 0 
Y 13X - 26 « 6 

15X 



= 26 



= 2 



\ 
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Cuando x " 2 , - ' 

' 2»2 + 3y + 8 « p \ 

3y » -*12 / * . 

Et conjunta de validez es {(2,-4)}. 

Verificacl6n: Miembro de la * 

l2q\iief da 

' Primera clausula: *3«2 - 2(-4) - 14 * 6 + 8 - 14 = 0 
S^unda clausula: 2.2 + 3 (-4) +8 = 4 - 12 + 8 " 0 



Miembro de 
la Derecha 

0 
0 
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(b) {(2,-5)) 

(c) t(5,-7)} 

(d) J(l7,i2)) 
i(e) ((%,^)) 



(f) {(-§,^)) 

(g) {(|, - f)) 

(hj {(f,|)) 

(i) {(15,16)) 



2, En* este momento, usamos los slmb!)los c, d como n^eros parti" 
Culares, a saber, los ndmeros que se supone hagan ciertos ambos 
enunciados del sistema. Asl, no consideramos c x ^ como las 
variables usuales, que arepresentan nikieros no especif icados . La 
diferencia entre "3x - 2y - 5 = 0" x "3^'- 2d - 5 = Q" es que 
el priinero es un enunciado ablerto, mientras que el' §egundo es 
un enunciado sobre dos numeral es particular es que represen^n el 



• 53.8 . . ■ 

mlsmo nt3mero. Las ecuaclones anteriores no son'^otra cosa que la 

* arltaa^tlca de encontrar nombres corrientes de c x <i» si eaci?" 
, ■> ten* V. ~- 

f ' (a) SupSngase que (c,d) es una soluci6n del slstemat 



Bntonces 9 

c - 4d - 15 » 0 'V, 
3c + 5d -.11 * 0 
3(c - 4d - 15) » 3*0 
-l(3c + 5d - 11) - -I'O 
3c - I2d - 45 « 0 
-3c - 5d + 11 » 0 
^ -17d - 34 » 0 
d - 2 
5(c - 4d - 15) » 5.0 
4(3c 5d - 11) 4«0 
5c T 2pd - 75 » 0 
12c + iod - 44 * 0 



/ 

17c r 119 = 0 



Veri^icaci6n: 7 - 4(-2) - 15 = 7 + 8 - 15 - 0 

/ 3.7 + 5(-2) - 11 = 21 - 10 - 11 - 0 

/ ' > 

Cop^junto de valldez: {(7*-2)} 

•(b) — 

(0) Uis, |)) 

(d) Sup6ngase que (c,d) es tma soluci6n del sistema: 



• J2x +. 
px + 



2y = 5 
3y = ^' 



^ ^ r# * 
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V Entcmces, ' 

2c + 2cl 3 - 0 ^ I ' 

. 3c + 3d - 4 « 0 
^3(2e + 2d - 3) - 3»0 
J 2(3c + 3d - 4) = 2.6^ 

• u - ^ 6c + 6d - 9 ^ 0 * • / ^ * * 

, * 6c + 6d - 8 =' 0 • 

. . , .. ^^ — ^ ^ . . . .. . Q ^ ..j^^^ 0* Pties^to que -1 Oj es^ 

to nos dice que nuestra suposlci6n ^de que (p ^^) es xma 
soluci6n es falsa^ Por lo tanto^ no hay soluci6n« El 
^ estudlante puede adenaSs* comprobar esta conclusl6n, ob« 
, servando que^estas dos rectas tlenen la misma pendlen- 
te>, pero diferentes ordenadas &d el origen; esto es, 
son paralelas y no se inters ecan, ^ 
3 • <a) Sup6ngase que se vemden x boletos^-a.^5 c^tavos 2 
w boletos a 75 centavos* ^ 
' Enunciado abierto: x + .w - 311 i 25x + 75W » 10875 
Conjunto d$ valldez: {(249,62)3 . Por lo tanto, se ven- 
dieron 249 boletos de estudlantes y 62 boletos de advil- 
tos. 

(b) Si hay x nifias, entonces Elsa tlene x - 1 hcrmanas.x 
Por lo tanto, debe haber x - 1 niilos, 

De igtial manera, si hay w riiflosj entonces. Jaime tlene 
w - 1 hermanos v 2 (w - 1) hermanas , 
Enunciado abierto: x - 1 " x 2(w - 1) = x 
Cpnjunto de validez: {(4,3)). Por lo tanto, hay 4 nlflas 
y '3 niflos en la familia. 

(c) Sup6ngase que se compraron x sellos de tres centavos, 

•y w sellos de cuatro centavos, i< 
\ — ♦ 

Enuj^ciado abierto: x + w " 352 ^ ' 3x + 4w » 1267, 
Conjunto de validez: { (141,211)}, Por lo tanto, se 
comprarofi 141 sellos de tres centavos y 211 sellos de 
cuatro centavos. v 
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(d) *Sup6ngasei que habla x billetes de un d61?ir y * w bd- 

Xletes de cinco d6lares« • t 

Entinciado abiertD i x + w 154 x x + 5w « 465 

Conjunto de validaz:^^ [(76i, 77^)} ' ^ 

, I^o ba contado correctfeunente^ pues el ndmero de billettes 
debe ser un entero , ^ ^ 

Los estudlantes deben tratar de detjaifcninar aqtjl los con j[ tint os 
de validez por eL metodo presentado en las pSginas 482-489* 
Lo lograrSn con et problema 4(a) solamente* El m^todo falla 
pa^a los problemas 4(b) y 4(c) » * 

(b) a(2x ^ y - 5) + b(4x - 2y - 10) « 0 ^ . 
(a + 2:b)(2x) - (a + 2b) y - (a + 2b)5 « 0 

(c) a(2x + y^- 4) + b(^x y - 2) « 0 . ^ 
(a + b)2x + (a + b)y - 4a ij 2b = 0 
Evldentmente, en ambos^ casos cualquler eleccl6n de 
Si * X b cla \an coeflclente cero para x hace lo 
mismo para y^ ^ inveii^samente^ ^ - 

Pedimos que los estudiain^tes dibujen las grfiflcas 
f) de las cl^usulas de los slstemas, de modo que hagan la|^ 
sigulentes observaciones: 

(1) En el problema 4(b) ^ hay mAs de un punto com<in a 
las gr^ficas de las cl^usulas 

.2x - y - 5 « 0 X 4x - 2y 10 ^ 0* 

(2) ^ Las grfiflcas de las cl^usulas en el problema 4(c) 

no tienen puntos comunes, ^ . 

Beb^Iamos qulE^s subrayar una vez m^s que el rngto** 
do de las p^glnas 482-489 del texto conduce al con- 
junto de validez del sistema^ si y solatnente si las 
^r^flcas de las cllusulas del sistema *tienen exac- 
tamente un punto comun. ^ 
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Conjunto de valtde^: 



Conjunto devalidez: La 
recta completa , 
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Conjunto de validez: j3 
Las rectas son paralelas 
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5. Si la recta Ax + By + C «■ 0 ha de contener el origen, enton- 
ces. C. debe ser igiaal a cerb", Puesto que ^ 
» a(5x - 7y - 3) + b(3x - 6y + 5) 0 "rgpresenta una recta' que 
.pasa por la interpeccion de 'las rectas 

5x - 7y - 3 " 0 y 3x - 6y + 5 0, debemos escoger a 
;^ h no ambos iguales a cero, de manera que -3a + 5b " 0, 
Una elecci6n obvia es a « 5, b = 3, Por lo tant;o, nuestro 
enunciado compuesto se convierte ahora en 

5(5x - 7y - 3) + 3<3x - 6y + 5) - 0* 

Luego^ 34x - 53y « 0 es la ecuaci6n de la recta que pasa por 

el origen y la lntersecci6n de las. rectas 5x - 7y \ 3 0 
2, 3x - 6y + 5 - 0. 

Pfigina 492, Para el sistema 

2x - y T 5 = 0 
4x - 2y - 10 = .0, 

V 

^tenemos 

• a(2x - y - 5) + b(4x - 2y - lo) = (a + 2b) (2x) - (a + 2b)y ^- 

* 

(a + 2b)5 , . 

I 

Es evidente entc|npes que ninguna elecci6n de a ^ h darfi xm 
coeficiente 0 para una de las variables x* e X para la 

otra. ^ ^ . 

?£gina 493 ^ Las respuestas •de los estudiantes 4 las preguntas 
referent es a la pendiente y ordenada en fel origen de 
y = -2x + 4 X y * ^ ^ deb en sugerirles por qu^ la foraa 
en y de la ecuaci6n de una recta se llama tmnbiSn la^aili. 
pendiente x ordenada en el origen ^ 

Cuando la tScnica algebraica que hemos desar16Ilado 
se aplica al sistema 



encontramos'^ que 

a(2x f y - k) ^-^b(2x + y - .2) ,= (a + b),(2x) +(a + b)y - 4a - 2b 

Evridexit entente, cualquler elecci6n de a y b que' da un coefi- 
clente 0 para x ifambi&i da un coefieiente 0 para y, e inversa- 

PUgina tf9!f > La Treiaci6n "son proporcionales a" para conjmtos ^ 
ordenados de n<Haeros ^eales es muy ^itil* En el texto hemps dado 
la definici6n para pares orclenados de n&oeros reales. Para ter- 
nas ordenadas deniSmeros, serf a: Los ntSmeros reates A, B_l"x C 
son propor cional es a los nifeieros reales D, E x -T"* si hay un nii- 
mero real k, distinto de.cero, tal que • . • A 

A » kD, B » kE,^ i C = KF. 

De este modo. ll&s rectas deX sistema, 

Ax ,+ By + C = 0 ^ 
rtoc % Ey + P = 0 * 

son coihcidentes , si y solamente si los niiSmeros'A, B, x ^ son , 
proporcionales aDjE ^rF. 

El enunciado de que A, B ^ son proporcionales a D, E x ^ 
se abrevia a mentido del mode siguiente: * ^ 

r > * , 

J> E F ' 

dqnde ^ conyiene que cuando uno de los dencwninadores 6s 0 , enton* 
ces tambi&i lo es el numerador correspond! ente, De nipi^&ci modo 

^ se propone que se interprets ^ como "el cociente de 0 porsO"; 
mis bien ^ es un modo d[e escribir el enupciado 0 = k»0, de manera 
que se puedan abreviar enunciados tales como "0, l,,y -7 son pro- 

" porcionales a* 0 , -3, y 21" escribiendo 



0 i rl 
0 " -3 " 21 
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J Ax + By + C = I 
I Dst^-+ Ey + F » 1 



son colncixlentes , si y s6lo sUl' 
^ D e\ F 

Respuestas al Conlmto' de . problemals 15"lc t piginas 49.6-500: 



1. 



EJ^gemplo 1 




Conjunto deftV.alidez^ 
•{(5,2)r 



Ejemplo % 
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/ El conjunto de yalidez 
es la recta complete* 



Ejemplo 3 




El cohjuqito de 
Las rectas son 




dez es 0*^ 
alelas. 
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Conjunto de valldez: 
• -{(-1,4)) 
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Conjunto de validez: 

{(7,2)r 



(c) El conjunto detodas las coordenadas de puntos en la 
• . recti. . • • 

,1 1^ 



(d) ' ((f, 



•(e)'/ 
(f) '(.(^, 5)3 



3. La idea aqul es que los valores de y para cada^ecmci6n 
deben ser' los misinos ctJando x es, la abscisa del punto co- 
miin^las rectaa:^ del sistema 



1 



2x - y - 7 
5x + 2y - ^ 



0 
6 



Esta simple observaci6n permite entonces resolver una ecua-. 
ci6n con la variable x, obtenida poniendo cada ecuaci6n en" 
la forma en y, 2 entonces "igualando" las dos' expresiones 
en X, ^ 

En vez de escribir ambas ec\iaciones en la fonita en y, a ^ 
veces resulta mfis conveniente escribir una de ellas en la 
forma en y, xsy^tituir y por la expresi6n resultante en 
k, en la otra ecuiaci6n. • , ' . $^ 
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a IPS estudiantes a utlXizar cttalquie- 
ra de estos mStodos, el que parezca mis apropiado. 

(a) f 3x + y + 18 « 0 ' . > 

Be la primera ecuaci6n, 

y » -3x - 18, 

Entonces " • 

« 2x - 7(-3x -U8) - 34 - 0 . ^ 

2x + 2lx + .126 - 34 - 0 

^ . . 23x + 92 «• 0 * 

,"■>■■ > • , • • ' ■ ' 

> ". ' ■ ?c— -4 V 

" * Cuando * x -4, ' * 

y = -3<-4) - 18 

.. y = -6 . - 

La 8olucl6n es (-4, -6), ' 

(b) r y » |x + 2 V . 

. I y " - |x + 40- " 

|x + 2 - - |x + 40 ' 

/ Ax + 12 « - 15x + 240 
^ - ' 19x " 228 • 

X « 12 . ^ 
Cuando x » 12. 

• . ' y -^|.12 + 2 " 

.. ■ ^ . .• 
. ' y. "= 10 ' , * • 

La soluci-6n ?s (12, 10). 

* r . • * 

• ft • . 

««. (c) ^ 5x + 8y - i> 0 * 

^lOx +^4y - 8 e 6 ' 
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^esto Que «^ m jL m 



las ecuaciones representan la mlstMHcecta^ y ei con junto de 
validez es el conjunto de laa coordenadas de todos loa t>um:o8 
en la^recta* , * ^ . 



i) J X + 



(d) (3,-5) 

(e) f X + 7y a li 

= -7y ^^ 11, 

-7y + » 3y - 4 
^ : 15 = IQy 

I 

Cuando y « 1., 



X » 3(|) - 4 



La solucl6n es 2^ • 

(f) (-2. f) 



49 



4. (a) Las gr^Kficas de ^las clfiusulas a& intersecan en el punto 
» correspondiente al par ordenado dado, 

(b) Las grfif icas coinciden. Las dos clSusulas son eqxiivalen- 
tes. Hay un nvimero real k, distinto de cero, tal que 
Ax + By + C - k(Dx + Ey + F) , 

(c) A y B son propofcionales a D y E, Las gr^ficas son para- 
lelas. 
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5. Obtenemos que el conjunto de validez es C(|-» ^)) por cual- 
qui e r a de los nietodo s^ — 

(a) Elljanse a, b tal que 

a(4x + 2y - J.1) + b(3x - y - 2) = 0 

sea la ec\mcl6n de la recta que pasa por la *interseccl6n 
y es paralela a un eje, etc* 

(b) Sup6nga8e que (c,d) sat is face a ambas ecuaciones, y re- 
suSlvanse las ecuaciones resultantes respecto a c^^d 
pot el mStodo de reducci6n. 

(c) Escribanse ambas ecuaciones en la forma y e igufilense 
^ ^ los valqres de y. 

(d) iJsese el metodo de sustituci6n. 

(e) Dibujense las grfificas de las ecuaciones y mldanse 

/ aproximadamente las coordenadas del punto de intersec- 

6» (a) [(3, «4)}. Cualquier metodo, excepto el de las formas 
en ser5 igualmente eficaz. . ' 

(b) [(0, 0)). El mStodo de reduqciSn serla el mfis fficil, 

(c) {(t, i-)3. El metodo de s\istituci6n; o el metodo de 

reducci6n luego de simplificar las fracciones, 

'1 » 

(d) {(1, ^)}. El metodo de reducci6n, porque-los coeficien- 

•tes de y son opuestos, 

(e) C(6» !))• Resuelvase en x la prlmera ecuaci6n, y 
sustit^iyase este valor en la segunda, ^ 

(f) JJ. Simpliflquense \os miembrosVde la izquiexda y obsSr- 
vese que los coeficientes de x e y son proporciona- 
les. 

(g) U|-» §•)) . Cualquier m^todo^ excepto el de grilficas,'. 

(h) ((5, 7)). El metodo de sustituci6n, porque la primera 
ecuaci6n puede fdcilmente ^^resolve^rse respecto de y 

* i 

' en t^rminos de 
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' En los sigttlentes problemas, tr^tese de mostrar la posi- 

Ml ^ dad de usar dos variables o una variable. Resu^lvanse algu- 
nos de los problemas de ambas maneras. Observense las convenien- 
cias relativas de las dos maneras, Vease c6mo la ecuacl6n con 
vpa variable sale de las dos* ecuaciones con dos vjjriables • 

7, Si los niSmeros son x e y, entonces , 

(x + y - 56 ^ • 
[x - y « 18' 

Gonjunto de validez: {(37, 19)} 
Los n&neros son 37 y 19. 
|0 Si el nfimero m5s grande es x, el niimero m^s pequeilo es 

, , 56 - X, X ^, 

X - (56 - x) • 18. 
0 Si el numero to&a pequeflo es y, el n-fimero mSs grande es 
y + 18, X 

y + (y + 18) = 56. 

8. 'Si Sara tiene x aftos de edad y' Jos6 tiene y aftos de edad, 

entonces 





Obs^rvese qtie no sabemos cufil es eT^ayor, de modo q\ie pode- 
moscontestar la pregunta de dos maneras. Observes e tambien 
j^e l^slnformaci&i "De aqul a cinco afios" es irrelevant e, 
puesto 006*^ jj^erencia en las edades es lajnisma^ ahora que 
en cualquier otro moment o, ' % ^ 

Conj unto de validez: {(17,13)) 6 t(13, 17)) 
Sara tiene 17 afios de edad y Jose 13, 6 
Jos S tiene 17 afios de edad y Sara 13. * 
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Este problema se puede plant ear de cuatro maneras diferentes^ 
usando una variable: 
/ Sara n afios de edad J\Sara^ n aflos de edad 

(jlgie 30-n ai^ de edad (.Jose (nH*4) 6 (n-4) afios de edad 

afios de edad 

(n+4) 6 (n-4) afios de edarf 
S£ emplea a libras de almendras ^ c libras de anacardos^ 
entonces # ^ 



{lfos4 n afios de;edad j Jose n 

Sara 30-n afios de edad I \sara (nH 



a + c 200 
l*50a + 1/20C = 10?^(200) 

Conjunto de validez: {(80^ 120)} , 
Debe emplear 80 libras de^almendras y 120 libras de anacardos. 
0 Si emplea a libras de almendr^s , entonces utiliza (200^-a) 
libras de anacardos, y ^ ^ 

1.50a + l,20(200-a) » 1,32(200) : ^ 

10, Si la c^lfra de las decenas es t y la de las unlda4ps 
u, entonces - r < 

'u = 2t + 1 . 

•» 

( lot + u) + u = 3t + 55 . 

" * ' .' 

Conjunto de valide^; {(3, 7)) ^ , * 

El numero es 37, 

0 Si u es la cifra de las unidades, entonces 

(2u + 1) es la cifr£5fde las decenas, y ' , 

10(2u + 1) + a - 3(2\j-+ 1) + 35. ^ y^^^^,^ 

11. ^FsamOs el principio f£sico de que uija pal«nca ' 



* r 
J 
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estii en equilibrio si cx dy, 

donde c ;^ d son las medidas de las distancias desde el 
fulcro, o punto de apoyo, ^ ^ e y representan los pesos 



de los objetos puestos en la- palanca. Podemos considerar a 
cx i dy comio medidas de las fuerzas que tienden a hacer 



girar la. palanca. * , 

Expllquese esto informalmente a los estudiantes, pero 
sin hacer de ello una lecci6n de flsica. 

Si Hector estii a h pies del punto de equilibrio, y Federi- 

» ^ » 

CO est 5 a £ pies del mismo punto, entonces 



{ 



f + h = 9 
lOOf = 80h • 



El conjunto de validez: C(4, 5)3 



Hector est^ a 5 pies , y Fede^ico estS a 4 pies del, punto de 
equilibrio, * 

12. Si un muchacho pesa a libras , y otro muchachob^esa b li- 
bras t entonces 

a + b =209 

5a = 6b . ' • 

Gonjwto de validez: ( (11^, 95)3 

Un muchacho pesa 114 iJ^ras, y el otro 95 libras. 

13. Si la velocidad de la corriente es c millas por hora, y 

la velocidad del bote en agua estacionaria es b millas por 
hora, entonces , 

^(b + c) * 12 

6(b - c) = 12 . > 

Conjuntb de validez: [(5, 3)3 

La velocidad de la corriente es 3 millas por hora, y-la 
velocidad del bote en agua estacionaria es 5 millas por 
hora* ' I 

Este problema no se resuelve fScilinente con una variable. 
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Si las manzanas cuestan a centavos por libra, y los gtaineos 



cuestjan b centavos por libra ^ entonces 


It 




. ■ I 


4a + 5b = 102 


* 





los giiineos a 18 



de 



: Conjunto de validez: { (12, 18)) 
Las manzanas. son a 12 centavos la libra, y 
centavos la libra, , 
is. Si A camina a ra26n de a millas por hora, y B a raz6n 
b millas por hora^ entonces en 60 boras, 

A camina 60a mil3.as, y 
B camina 60b millas; 
en ^ boras, A camina 5a millas, y 
B camina 5b millas. 

60a » 60b + 50 

I 

■5a + 5b = 30 

13 11 

El conjunto de validez: ( (-jp* if-)) ^ 
A camina a raz6n de 3 ^.millas por bora. 

B caJfina a raz6n de 2 |- millas por bora, 
16. Si bay x cuartillos de la soluci6n al «90%, y z cuartilloS- 
al 75%, ent-onces bay 0.90x cuartillos de alcobol en la solu- 
ci6n al*90%, y 0.75z cuartillos de alcobol en la 8oluci6ti al 
75%. Adem^s, bay 0.78(20) cuartillos de alcohol en la solu- 
ci6n mezclada,. 

O.9OX + 0,75y = 0,78(20) 

, X + y = 20 ' 

1 



[ 



Conj\into de validez: X (4, 16)} 

Deber^n utilizarse 4 cuattillos de la solucifin al 90%. 
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17. Si Xa.velocidad media del autora6vil A es a millas por 
hora^ y la velocidad media^del autotaSvil B es b millas 
por hora, entbnces 

500 240 .1 

Conjunto de'validez: {(60, 50)) 
La velocidad media de A fue 60 millas por hora. 
La velocidad media de E fue 50 millas por hora, j 



15-2. Sisteraas de inecuaciones 
PiLgina 500 . El sistema de inecuaciones 

X + 2y - 4 > 0 
2x - y - 3 > 0 

es una forma abreviada del enunciado abierto compuesto, , ' 

\ 

X + 2y - 4 > 0 X 2x - y - 3 > 0, , / 

La grdfica este sistema es, desde luego, l a gr^fica del enun- 
ciado ^bierto compuesto^ 

P^gina 501 > Al dibujar la gr^fica de la inec\mci6n 

Ax + By + G > 0 , (B ^ 0) 
escrfbase la desigual^dad en una u otra de las formas: 

♦ V 

(1) y > - |« - § > o)» 

(2) y < - 1« - i (B < 0), 

la sea apropiada^ En la recta 

(5) Ax -I- By + C 0, 

y^«»-^ - As£» para^un valor dado de x, (x,y) satlsface a la 
/ B B « ' 

ic^aoifin (1) 'si el punto (x,y) estfi por enoima de la recta, pues- 
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to que^ la ord^ada de este' punto es mayor que " ^ " ^» otra 
parte, paij-a un valor dado de x, (x,y) satisface a la ecuaci6n (2) 



si el punto (x^y) est^ por debajo de la recta. En general, la 

grllflca de (1) es el conjunto de puntos por encima de la recta 

(3) , y la grSfica de (2) es el conjunto de puntos por debajp de 
^la recta (3). ^ • » v 

pjtgina 502 . La grfifica del sistema 

3x - 2y - 5 = 0 

» t" 
X + 3y - 9 ^ 0 ' ■ 

es la porci6n de la recta 3x - ,2y - 5 0 que estfi en la rectia 
X + 3y '-^ 9 0 6 por debajo de ella. 



Respuestas al Conjunto de problecaas 15 -28 ; p^gina 503 : 

El conjunto de validea de cada ^unciado abierto en los nro- 
bl emas 1^ 2^ 5> 6, 7^ conslste en todos los puntios en las reglo{Qes 
doblemente sombreada$ de la gr^fica, jtinto cop todqs los puntos 1 de 

los limit es^ rectillneos de trazo lleno de estas regiones^ En lis 

"% ^ 

problemas 3 y 4^ el conjunto de validez es la porci6n de recta de 
trazo lleno dentro de la regl6n sombreada. 
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Respuestas al Con junto de problemas 15-2b ; pSgiria 504: 

Las griificas de todos los enimciados abiertos en los proble- 
mas 1-3 de este Conjunto de problemas, consisten en todos los ijun- 
tos incluidos en todas las areas sombreadas, junto con todos los 
pujJtoS de los llmites rectillneos de trazo Hario de estas regio- 
nes. En el problema 4, la gr^fica es la regl6n doblemente som- ^ 



breada. 




P$gina 505 . La grfifica de 

\ (x - y - 2)(x + y - 2) < 0 

es la grfif ica de ^ 

. X - y - 2 < 0, J I X + y - 0 
x-y-2>0 2 x + y/^ 2 < 0. 



^ grSfica consiste en las dos regiones sombreadas una sola 



II 



Respuestas" al' Goniunto de: probremias 15-2c ; p^ginas 505-506: 

Las gr^ficas de los $onjuntos^e validez aqul consist en ea 
„^todos \(,os,ptmtos de las regiones W sombreadas > doblei^te »somr 
brea.As cle-'las f iguras\ ^ 




Kb) 




- ' 1(d) 





El conjunto vacfo, 0. 



4^ - 
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2(a) 




2(b) \ y : * 



Conjuntb de vfl^lidez: ((0^-2)} 



2(c) 





Conjunto cl§ validezr 

Todos loSwpmitos en ambas 
rectas* > ^ " 

2<d) _ ^ ^ 







1 





; El conj^junto va^idez es la 
regi6n doblemente .sotnb'teada. 

2(e) 




El copjxmto Jde validez eS la 
regl6n doblemente sombreada, 

2(f) \ 



El conjunto de 'valiQez es el 
conjunto de^puntos d«L.4a por- 
ci<k^ de reqta de trazolleno 
dentrp de la regi6n sombreada. 
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^El conjunto de validez es to* 
*da la regi6n sombreada ♦ 



2(g) ' 2(h) 




* ,E1 cor^junto d.e valid62^es\^ 
V * ' - consti<:uido por la regidn 

doblemente sombreada y la no 
X * sombreada • 
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*4. Si r,,.^^ el rwSmerocie- jugadas de correi^con la pelota, y 
p es ^1 ndmero de jugadas de pases » en t once s 3r es el 
niSmero de yardas ganadas en r carreras con la pelota, y 
20(-^)p es el nClmero de yai:das ganadas mediante p pases • 

*Como el equipo estfi a 60 yardas de la meta, si ha 
anotar, deber^ cumplirse: 

/ 3r + 60. 

Se requieren 30r segundos par|t r carreras con la pelota, 

y 15p segundos para p pases ;^ por lo tanto^ ^ 

♦ 

jOr + 15P 1 5(60). • ' ^ 

Estas dos inecuaciones dan sistema equlvalente. 



{ 



2C^ + 9r ^ 180 (p y J- g/jj enteros no negatives) 

p + 2r ;^ 20 . * N 



La grilf ica de este sistema es : 
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Es evident e que hay 48 combinaciones difer antes de r x P 
^ que asegurarSn la victoria j por ejemplo, 2 j\j.gadas de correr 
y 10 de pasar^ etc» Sin embargo, hay algunas combinaciones 
que dejan \m menor intervalo da tiempo^^ando as£ a los con- 
•~ trincantes thenos tiempo para tratar de anotar. Est os son 
tbs punt OS de la gr^ifica qu^ estlin m&s cerca de 1% recta 
p + 2r « 20. p 




6 



ft 
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Respuestas a los - Problemas de repa^o ; p^ginas^ 506-508 

1, <a) Gomo vina ecuaci6n ^on una variable, el conjunto de vali- 
i5le?s4e. "2x - a^'- 0" 'es ((J)) , y su gr^f ica es: 



. /v.- ' -2-10 I 2 

Comb una eciiacl^n con dos variables, su conjuntc^ de vali- 
C es .eX.pon:iunto de todos los pares ordenados de nume- 
ros reaJLes c^bnVjirimer numero ^ . Su gr5f ica es : 



1 — 


r 

o 

JO 

1 

H 
W 

— 1_ 


— 1 — — 


V 


1 


2 



a. (^) 



Comb un« enunciado con, una variable, el conjunto de vali- 
dez de' " lyj < 5" es el oon junto dfe todos los y. tales 
que \ -5 < V < ? » y \su gr^^ica^s^s : ^ 



-♦-V- 



2 -i 



(b) 



3 I a\ 3 5 

Como un enunci^do .con dos variables, su conjunto "de vail 
\d€tz es el conjunto de todos los pares ordenados de niime- 
ros reales/con s^undo n^ero entre *3 y 3. La grittica 
es la porci:6n sombreada de la figura^ sigu^ente: 

^ \ y 



3, (a) Los entnactgdoynsg- sbn e q ui^ ^ 



de validez de '**x - 2 0 y « - 1 * 6*' es 0. (x no pue- 
de ser a la vez 2;y 1,) ; ' 
. (bX, Son equival antes*. La operaci6n de multiplicar por 
+ 1 conduce a tin enunclado equivalent e. 
(c) , No son equivalentes. la grfifica de xy > 0 contiene todos 
los puntos en el primer, y tercer c\jadrantBS,mientras que 
la grfifica de "x > 0 6 ' y ^ 0" contiene todps los pun- 
; tos en los cuadrantes I, II, y IV, 1 - 

• (d) No son equivalentes A El conjunto de validez de • 

*(y - 1) •= 2(x - 1) in<?luye el elemento (1, 1), mientfas 

que el conjunto de validez de y " } - 2 no Incluye 

^ * . . X 1 

(e) Son equivalentes^ Aaibos tienen el- conjunto de validez 

. ae,-5)3. ^ . " — 

4. ~Ijii recta a(3x - 5y - 4) + b(2x ^-'^Sy 4) «• 0 contiene el 

' punto de Inter^ecciSn para.dps nthoaeros cualesquiera -m- ^ b, 
'0 no ambos 0, Sean a « -2 x b * 3* Entonces 

19y + 20 = 0^ . 

» « . 

es'La ecuaci6n de la recta liorizontal pedida« Sean a « 3, X 

■ ■ ' ' 
. - b • 5, Entonces - . * ' 

3(3x^- 5y - + 5(2x + 3y + 4) e 0 ^ ^- * 
* 19X + 8 = 0) » . »* - . 

* * es la ectiaci6n de la recta vertical pedld^^. 

5. (a) (f5,3)) ^ . "^(d) P ' 
(bV {(-2,-1)) * • ,A ' (e) . ((6,-5)i ' , 

. (c) El conj*unto de todas las (f) {(24,9)} 

soluciones de una u otra ' ... ' ' . v 

• • ^ * * "^^ J • ' 

. • ecuacion. 

• ■ , ^ ■ ' ■ ■ - ' 

■ - ■ " . ■ ■ ^ . 232 tf' 

ERIC .. . ' > ^ - • ^ 



6, (a> Las rectas iCx + By + C = 0 ^ Dx +' Ey + F = 0 son para-, 

lelas, si y solamente si' o bi'en B E « 0, 

A -I C, 5 A . B . C . . ' ; . 

\ D ^ F D E ^ F 

(b) Si ^ ** ^ - ^> las ecuaciones repfesentan la misma 'recta 
' , .D E • F , 

* ■ no" vertical. ^ 

(c) ' Dos rectas tienen exactameite on punto com^n, si y s6lo 

si ambas tienen pendietites ,y dichas pendi^ntes son dife- 
rentes ^ o si ma tiene pendiente y l*a otra no* 

7. (a); (b) t ^ 




"|y 3x| > 2" es equivalente a "y + 3x > 2 , 6 . • 
-(y"+ 3x) > 2"* . 



I X +^ 
Co 

)|x + 
I 2x = 
Conji 

X + y « 45 * 
^ I y = 4x + 5 • 

|x+y .20 ^ ^ ^ 

\ 4.8x +'6.Qy = 110 Conjunto de validez: {(8^, ia|)) 



8. , Ma) / y = X + 1 

y = 57, X € y enterfes 

Conjunto de validez.: ((28^29)) 
(b)f X + y »>i6 

= y - 3", X e y enteros 
Conjunto de validez: 0 



Conjunto de validez: {(8,37)) 
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, Stiver encias yara ex&aenes 
U Dibuja las ©:&ficas de los conjuntos de validez de los siguien- 
tes enunciados : , 

/(a) « 2 2 2x^ 5y + 5 « 0 
- (b) y*-3«0<5x+y = l 
(c) (2x -"iiXx + y)>« 0 

2.yConsidera el sistema de ecxiaciones, 
[jx + y - -5 = 0 

)2x - 3y + ^ " r ' 

(a) ^Determim el conjmito de validez de este sistema, dibujan-* 
do gr&ficas de las dos ecviaciones, 

(b) Elige un valor de a y un valor de b tal que 
a(3x + y - 5) + b(2x - 3y + 4) * 0 

sea la ecuacl6n de una recta horizontal que contieie el ^ 
puato de inters ecci6ii de las dos rectas dadas. 

<c) Escribe cada una de-las ecuaciones dadas en la forma en y, 
X resuelve la ecuaci6n obtenida al igualar las dos expre- 
giones en x resultantes. - 
(d) Explica la relaci6n entre los resultados de las partes 
(a), (b) y icy. 

3. Resuelve los siguientes sistemas, utiliaando uno cualq.tiera 
* de lbs mgtodos. En cada caso, explica por qug escogiste un 
mStojdo particular. 



(a) 
(b) 
(c) 



y B - 2x + .1 
y c: 5x - 4 
y -2x + 1 
3X + 2y = 4 
X - 2y + 5 =» 0 
4x - 5y + 6 » 0 
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(d) 

\ 
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X - ^ + 1 e O 

^ - y H- 3 e 0 

X. - 2y - 3 c 0 
y - 33C - 3* 



+ 1*0 V- 



4<' Sin resolver los siguientes sistemas, idetermina cudrfs tienen 
exactamente una soluci6n, cullies tienen varias soluciones, y . 
curies no tienen soluci6n: 



(a) 



. (o) 



(e) 



3x = 4y - 2 
8y + 6x + 2 = 0 

|»e + 3 = 2y 

X ~ 2y = 2 
l| + sfer «= X 

3 s X +.2.5y 
Ic .iy .1 = 0. 

|k - |y + 2 = 0 

{.5y » .^3c . 
^ 4- lOy = 8 
' + l-y « 1 

,12x + y = 2 - 
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En los problemas 5-10^ traduce a enunciados abiertos y resuel* 
ve: 



5.. Dos ntnneros i^ow tales que su diferencia es 3 2 su media 
aritmeti|k es- 6, ^Cxi^les son los,, numeros ? • 

6. iHabrd dos enteros cuya diferenciar es 13 y la suma ,de cuyos 

♦ f 
sue es ores es 2p1 

7. La suma de lasclfras de un entero eatre 0 y 100 es 12, y la 
cifra .de las dec^as es 3 mis que dos, veces la cifra de las 

-unidades. ^Cuiil es^^ entero? 

8. 'Si se invierten las cifras de un entero entre 0 y 100, el 
^ntero resultant e excede en '45 al? entero dado. jCufil es el 
entero, si la sxma de sus cifras es 11? ^ 

9. Una persona efectuo dos inversiones, la primera al 4% y la 
^" • segunda al ^6%, Por dichas inversiones recibi6 un ingrggo . 

^ anual de $400. Si la inversi6n total fue d^ $8000, icu5nto 
invirti6 al 4% y cu5ntp al 6%? > 

10. iCudnta^' libras de cafe de 95 centavos la libra y de 90 c^Ita 

)Vos Iff libra deben utili^rse para obtener una mezVla de^ 90^ 

7 • 
libras a venders e a 92 centavos la libra?* ' ' 

11. Ei^-'^sistemas de ejeis diferentes, con^truye las grificas d^Hos 
siguientes enunciados: 

(a) j 2x + 3 > 0 (d) y < X +il 6 , ' ^ 

y-3<0 2x-y<0 

y < X + y (e) (x + y - l)(2x - y) >^ 0 
2x - y / O * ^ ^ 

(c) 2x + i > 0 6 • 



(b) 



y - 3 < 0 



V 



Capltulo 16 



J 



po: 



lOS CUADRATICOS 



> Este capltulo contin^x el .estudiq^ sobre grlficas tuiciado 
en el Capltulo 14. DespuiSs de construir las grificas algtinos 
polinomlos quadrSticos"^ener^es de la forma kxr + Bx + C, di- 
bujando cxarvas que paseix p(^r puntos elegidoS) examlnatno^ la parlL 
bola que es la grdfica del polinotAio simple ♦ Ncrtamos Ips 
cambios''en la*grfifica al multlpllcar oc^ por a, al sumar al- . 
g<in nijmero h a x^ y al sumar algiia n^bnero k a x^. Genera- 
lizamos pasando a la gr^flca de ,a^ ^ h)^ > k, donde a, h *^ k 
son T^iineros reales, siendo a f 0. Esto nos cd^duce a utillzar * 
el m^todo de completar el cuadra^o p^ra transformar cualqulef 
polinomio cuadr^tico a la forma #an6nica"*a(x - b^^ + k» Final- 
mente^ usamos el m,^todoyde completar' el cuadrado para resolver 
%ecuacfbnes ciiadrdticSfe^ . 

16i-l# * Gr£f icas d e polinomX os cuadrfiticos 



2 " 

Pfigina 509 . ^^2(x + 1) + 3 Ves un polinomio. cjiadrHtico, puesto 
q^ie efs igual a ,r2x^^ 4x + 1 para todos* los valores de\ x. 
E j^emplo 1 >^ ^ # 

2 



y ^ X 



2x ~ 3 





• * 

-2, 




-1 ' 


1 — 




1. 




4 


2 


2 


3 


4 




.5 


1 . 


0 


11 


-3 


- ir 


-4 


35 
~ 9 


-3 


7 

."IT 


0- 


5' 



Respuestas al Conjunto de probl^emas IS'-^la ^^P^gina 510: 



Pjjgina 511 . 



X 




-2 


" 2 


-1 


"2 


-0.1 


0 




.1 


— r- 

3 


2 


3 




> 

9' 




9 
T 


1 


1 
¥ 


.01 


*q 


1 


1 


16 


k 


% 




13 


8 


1 


2 


1 
2 


.02 


0 




2 


32 


8 


13 




1 
2 


2 


9 


1 
2 


1 

H 


.005 


0 


1 


1 

? 


3 


2 


9 
2 






-2 


9 


1 
■5 


1 

'B 


ft 

-.005 


0 


a 


1 

"2 


3 
*9 


-2 


2 
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Respuestas al Con junto de problemas 16-lb ; pigina 512: * -j 

1. * La grifica de y " 2x^ puede obtenerse multiplicando cada 

ordenada de y * por 2, . ' 

- T 2 • 

2, La gr^fica de y * - puede obtenerse girando la gr^fica 
de y = ^ media vuelta alrededor del eje x. 

3. 





-1 


-.3 


-.o 


,-•5 


-A 


-.2 


-.1 


y 


5 


3.2 


1.3 


1.25 


.3 


.2 " 


.®5 



X 


0 


.1 


,2' 


A 


• 5 


.6 


.8 


1 


y 


,0 


.05 


.2 


.8 


1.25 


1.8 


3.2 


5 




4. 



X 


-5 


-k 


-3- 


-2 


-1 


0 


1 


2 


3 


4 


5 


y 


'5 


3.2 

1 


1.8 


.8 


.2 


0 


.2 


.8 


1.8; 


3.2 


5 , 
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3. La grSfica de y * -5x^ pwede obtenerse girando 1^ grifica 

^de y - 5x^ media vuelta alrededor del eje x. ' 
6. La grifica de y = -ax^ puede obtenetsfe girando la grAfica 
4e y » ax^ mfe^ia vuelta airecft^or- del eje x. ' 
P^gina 513 > ' ' ^ ' ♦ 



X 


0 


i 


1 


3 
2 


2 


2.5* 


3 


13 


4 


5 ; 


y 






2 


§1 


1 

"5 


.125 


0 


1 
1?. 




* 



2 



* 'Podemos obtener la grILfica de y = -(x + 3) trasladando 
la grSfica de y ^ -x^ tres midades bacia la izquierda,' 

Re6'puestas al Conixjnto de problemas 16-lc ; pdgina 514: » 



1. 



2(x + 2r'* 



y. 



-4 



8 



-3 



5 
2 

X 



-2 



3 



X 

2 



-1 



8 




Se puede obtener la grilf ica de • f 
' y = 2(x + 2)^ trasladando la 
grifica de y = 2x^ dos unida-. 
'des hacia la izquierda, 
2, (a) Se puede obtenej: la gr^fica de y » 3(x + 4)"^ .trasladando 
la grdfica de y = 3x^ cuatro unidades hafcia la izquier- 
Hia. - , • . . 

(b) Se puede obtener la grSfica d'e y - -2(x - 3)^ trasladan- 
do la griflca de y = -2x^ tres unidades bacia la dere- 

cba. . ^ 

1 2 

. (c) Se puede obtener la gr^fica de y = - -^(x + 1) trasla- 
dando la grdf ica* de y » - ^ una unidad hacia la iz- 
quierda. 

1 1 2 

(d) Se puede obtener la grlfica de y = jCx + j) trasladando 
la gifAfica de y ^ media unidad hacia la izquierda. 
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3* La gfSfica de y a(x - h) ^ donde a ^ h son n^imeros 

ifeales^ y a r 0^ puede obtenerse trasladando la gr^fica^'de 
^ ' y « ax^>* |h'| unidades hacia la derecha si h es positive, 
^ y jhj imidades hacia la izquierda si h es ne^atiyo^ 
Pltgina ^ 515 . .V * 

y -i{x - 3)^ + 2 /V 



X 


— 0 


1 


1 


3 


2 


2.5 


3 


13" 
"IT 


4 


5 


y.. 


13 


50 
9 


4 


25 


5 


2.125 

• 


2 


,65 
32 


5 
2 


4 



P5g;ina 51 6 ^ Igl vertice de la parabola cuya \ecuaci6n es ^ 
y ^(x - 3) + 2 es el punto <3, 2)^ *Obslrvese <iue* este 
es el punto al que va el 6rig6n (0, 0), cuando todos I9S puntos* 
del piano se tnueven tres unidades hacia la derecha y, dos unilia- 
deS haciar arriba. El origen es el vertice, de cualquier para- 
bola, cuya ecuaci6n es de la fd^ia y = ax^, 

'^Bl eje de la parabola es la recta de* ecuaci6n x * ^» / ^ 

Respuestas ^al Conjunto de problemas 16-I>d ; pl[gina 517: 

* 1. La grAfica de y « x^ - 3 puede 

.obtenerse trasladando. la griifica * ^ 

de y = X tres tmidades haoia 

9 ^ 

abaqo* La gr^fica de y x + 3^ 
piiede obtenerse trasladando la" 
gr^ifica de y - x"^ tres imi<3|^a*- 

des hacia arriba. * * ^ 

» «. . * 
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2^ La^gr^fica de ,y « 2(x - 2)^ + 3 
pue<3e pbtenerse trasladando *la 
*grSfica de y 2x^ dos unida^ 



des hacia la derec 



erec^a y 



dades hacia arriba« 



tres yni- 



i 1 


1 








/ 






^ 1 


1 




\ 














1 




\ 








ir 










\ 


















\ 




f 






1 






\ 


. / ! ^ 




i 










1 














— 1 


1 » 

m 


3) 


















m 


1 i ! 

1 I- M 







3, 



4; 



2 1 

La grAf ica de y » (x + 1) " - ~ 
puede obtenerse trasladando la 

hacia la izquierda y media 
midad hacia abajo. Su vSrtice 
es (-1, - "p* ^ *eciiaci6n de 
su eje es X =» -1. 

La grifica de y = -2(x + |) + 3 
puede obtenerse trasladando la » 
gr^f ica de y « *'2x7 media unidad 
hacia la izquierda y tres unidades 
hacia arriba^ . * , ' 



5- 



(a) 


y 


= (x 


(b) 


y 


- -{X 


io) 


y 


= |(x 


(d) 

* 


y 


1 2 









-{x +2)^+3 
2' 



- 1 
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6« (a) La .gr4fica.de .y n 3xn* ;^sfr txaslajd^, dos . 
ia derephij^'<ii4atrj5!'l;CB^ ' • "»i 

. (t) Lft gr££ica y « s e xtras la4a. tres^tmidades*^^ v ' 



(d) la glr^f ica\da ;y ^^rix^\sfe''ttas.l^tla ^ 
Izqui ef da y dos . t^i dsW^es hac iTa arr It a ♦ ' 



16-2 ^ Forma c an6n ie%f * 

"1 v» 



Explicamos* details, la feducciSn de, polinotaios cuadrfiticos 
a la forma caTi6nica ' a(x %.h) - '+''k y ofrec,emos la isuficiente 
pr^cticay por dos razOues, Primei^o/^ JtiaoQiqs demostrado y'a. en^X^' 
^ r^pidamente se puede dibuj^r en ese^^c^o la grSfica* Segundo, 
demos trai:^0s su aplickci6n.a la resoluci6n de ecuaeidnes c\i£i- 



drfiticaSi 


• • 




Respuestas al Conlunto de probliemas 


16-2; 


1. /(a) 


- 2x =.(x2 - 2x + i) -1 
' = (x - 1)^^ 1 




(D) 


X + X + 1 (x + X + T-) + 1 ' 


1 










x^ + 6x = (x^ + 6x + 9) - 9 
• ' = (x +3)2 .-g 




(cl) 


: 3x - 2 = (x2 » + |)- - 

/ 3x2 17 ' ' 
= (x - 2) - TP 


2 - ^ 


(e) 


'2 2 Q 
X - 3x + 2 = (x - 3x + ■^) + 

, 3x2^ 1 
,« (x - 2) - J 


2 - IT 








5x^ - lOx - 5 = 5(x2 - 2x + 1) 


- 5 - 



fx 



- 5{x - l)"" - 10 . 
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(g) 4x^.+.4 (<5 : 4(x - O)^ +.4) ■* - ' 
'(h) + kx = (x^ + kx + ^) - ^ 

(i). x^ +V^x - 1 " X + |) - 1 - I 

/ ^^\2 3 



(.J) -.3x *+ 2 « |(x^ - 6x + 9),+ 2 - I 



(a) - X + ^ - (x^ - X + i) + 2 - I 



(x - + I 



" (b) x^||+ 3x + 1 = (x^ + 3x + |) + 1^- I 



\ 



(x + ^) - Tj- 



(c) 3x^ - 2x = 3(x^ - |x: + i) - I 

= 3(x.|)S.-*| ^ 

(d) (x + 5)(x - 5) = x^ - 25 (o r (x - 0) 

(e) ' 6x^ - X - 15 = 6(x^ - + ^) >- 15 

= 6(x - -^f - 15p: 

(f ) >x + 1 - 72) (x > i £J2). = (x + 1)^ 
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(a) La grfifica.de y = - x + ..2 es nina parfibola con v^ti- 

ce ci,T) y «je 3C « Se oBtiene trasladan<3o la* 

• -2 1 . 3 * 

grdfica'de ,y « x , x unidad hacia la derecha y 1 -r 

unidades hacia arriba. 

(b) 'La grfifica de y « + 3x + 1 es una p^rfibola con v6r- 

tice (- i, - t) y eje^ x = - |-. S^ obtifene trasladandp 

\ 0 1 

la,grfifica de y = x ,1.2" unidades hacia la izquierda^ 
. y 1 ^- unidades hat ia. abajo. 

(cy La grfitica de 3x"^ - 2x ,^ es una parabola con verti- 

ce (j, - j), y eje x •= j. Se obtiene trasladando la 
grfifica.de y = 3x^, |; unidad hacia la derecha y j 
unidad hacia abajo, — — 

,(d) ^a grfiAca de y » (x + 5).(x - 5) es una parfibola con 
vSrtice (0, -25) y eje x » 0. Se obtiene trasladando 
' la -grfifica de y = x?, 25 unidades hacia abajo. , 

j(e) ,La "g?:fifica de y^=» huC - x - 15 efs ^una parfibola con 
vert;ice*(-jlr, - 15^) y eje x - ^. Se obtien^ tras- 
ladando la grfifica de y = ^x^j^n* ^^i^^d hacia JLa ' d ere- 

. cha y 15 tJt 'unidades hacia abajo. 

: 24 , 

(f) La grfifica de y * (x + 1 - s/^) (x + 1^+n/T[) es una s 
parfibola con^vert3^ce (-1, -2) ' y eje x « -1. ySe- 
obtiene trasladando la grfifica de y « x^ una unidad 
hacia la izquier^aXjj^ dos unidades hacia abaj^o. 

x^ + 6x + 5 » (x^ + 6x + 9) rh 5 - 9 
, = (x + 3V^ - 4 

La grfifica cruza al ej e x 
en dos puntos, . Estos son (-1, 0) 

y 0^. ^ ' I 
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5. ' + 6x + 9 - .(x + 3); / 
La grdf ica no cruza aX* 
I eje X. Lo toca en un punto». 
a saber, (-3, 0)^ 





6, x^ > 6x +.13 ' (x^ + 6x + 9) + 13 - 9 
^ - (x + 3)2 + 4 • 



La ^3fif ica no crxiza 
ni toca al eq[e x. 



1 

















(y 




\ 






1 1 








































* 


■1 




































w If 






























































^ / 
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0 




i 




X 



























7. Si en el proj^lema 4, y ". 0, entonces ^ 
(x + 5)(ic,+ 1) = 0 ' ♦ * 

son todos equivalent esi Por lo tanto, el conjunto de vali- 

dez de la ecuati6n es [-5, -1). . / — 
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Si en el problema 5 ^ y « 0, entonces 

X + 6x + 9 « 0 ^ 
(x + 3)(x + 3) » 0 / ' 

x+3»06x+3«b 

X » -3 6 X = -3* ^ • 

son to^os equivalentes. Por lo tanto, 6l cbnjunto de vali- 
dez de ec\iaci6n es C-3}, ' . * 

En cada caso^ los miembros del conjunto de validez de 
la ecu^ci6n son los tnismos que las abscisas de los puntos 
donde la parabola corta al ije x. 

Los puntos en *los cuales tina pifr^bola cort^i al ej e x 
ser^n*aquellos puntos cuyas abscisas sx)n mlmbros del con*» 
junto de validez de la ecuaci^n de la' parabola, y cuyas 
ordenadas son. 0» ^ , \ 

Polincttnio Forma can6nica 

Problema 4 + 6x + 5 (x + 3) ^ - 4 

Problema 5 • + '6x + 9 (x + 3)^ f- 0 

Problema 6 x^ + 6x + 13 (x + 3k + 4 

El polinomio en i6l problema 4 puede factorizarse cotao 



diferjencia de dos cuadrados> del modo siguiente: 



x^ + 6x + 5_=^ (x + 3)^ - 4 



- (x + 3)2 ^ (2)2 
= (x + 3 + 2)(x + 3 - 2) 



16,3 Ecuactones cuadrHticag / 
P^Rina 521 . 2x^ - 3x + 1 » 0 , « - / / , • . 

\ V ^ (2x - IXx - 1) « 0 . . ' 
2x - 1 » 0 6 X - 1 = 0 . 

■ X - i' 6 V X - 1 , ■ . " « 

. son todos equivalentes. ' For lo. tanto, el conjunt6 de vali- : 

• 1 1 ' I 

dez Ae la ecuaci6n es IJ. , ,V 

Pig^na 52^ :^ara tod© numeisjo real x, x^l es tambien real. 
For lo tantjo, (x - 1)^. es mayor que o igual a 0, puesto que 
el cuadrado.de un niSero real no puedfe ser negativo, 

Respuestas aj. ConVunto de problemas 16-3 ; p^ginas 522-525: 

1, (a)' (3x'- 5)(2x + 3) " ^ ' ' • 

(b) No es factorizab;!^ S^^r^^JcS numeros reales. • 

(c) (x2 +, 8x + 16)'-,16 + 3 -j(x + 4)V- 13 ' ^ > 

A \ ' . = (x*+ 4 +'sm)(x + 4 - vAm" 

(d) No es kactorizable sdbre los numeros reales. 

(e) (x +y3)\(x -/3i. . * 
' (f ) (3x - 2)bx - 2) 

(S)- (y2(x -ll) +Vf){'/2U - 1) -^5) 

= (^/2 X -l/2""+V5)(y2 X -72 ^ 
(h) x(3 - 2x); ' , 



2* 



2. ' (a) X .+ 6x + 4 = JD\^ , . 

"(x? + 6x + 9) '+ 4 - 9 = 0 ' . 

• (x +3)^ -5=0 
(x + 3 +75) (x + 3 -yf) « 0 - ^ 

X + 3 + vS" 0 o X 4 3 -.ys* 0 ^ 
X ^ --3 -^/5^ o X -3 +^5" , 

son todos equivalentes. Por lo t;anto, el conjunto de vall^ 
dez de la ecuaci6n es * ^ -3 + Tsl. 



(b) 2x^ - 5x = 12 

^ ♦ 2x - 5x 12 « 0 



A .2(x.-|)^-|^=0 



\ (^-f) -To 



5^2 121 _ o> 



X - I + ^ = 0 6 X - - 0 



x =-*|* o,'X = 4 



son*to«dfps equivalentes, P6r lo tanto, 61 cbnjunto de 
' ^ validez de la ecxiaciSn es { - «• , 4 ) ^ Obs&cvese que 
en este prtjblema, podrlamos fescribir 2x^ 5x,- 12 « 
. (2x.+ 3)(x - 4) y ob^tener ^1 jconjmsto de* validez 

direct'amente de est* forma, -fjatctorizada, 

■ .* .'» -,' » 

(c) ' x^ + 4x +^ ^ » 0 ' • , ' 

• (x + 4x #1- 4) + '6,- 4 « 0 . . *. • . - I . : 

* <x + 2)^^ + 2 - 0 

son todos fifquivalentes. Sin embargo, (x + 2)^ + 2- ' 
no es factorizable sbbre los n^eros reales^ 7 ^1 
conjxanto de validez de la ecuacidn eS 0. 



(d) ^ x^.-,2x> 4 

- 2x - 4 = 0 
'(x^-2x+l) -4-1=0 



(X' - 1)2 - 5,== 0 . ■ . ,1 ' 

(x - 1 + (x - 1 - 0 
X - 1 -1^ ^/W- 0 6 * X - 1 - ^5" = 0 • 
X = 1 o X = 1 +-/5* * 

son todos "equivalentes. For lo tanto, el conlunto 
de validez de la ecuaciSn es {1 ^/Sj 1 + • 
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(e) ' 2x2 = 4x - 11 ' 

' 2(k^ - 2x + 1) + 11 - 2 - 0 . ^ 

" ^ *2(x - i)^ + 9 « 0 

2 

son todos equivalentes. Sin embargo, 2(x - 1) +9 
no es factorizable-'sobre los niimeros ?reales, Por lo 
tanto, el conjunto de validez de la ecuaci6n es * 0* 

(f y ' 12x^ - 8x - 15 \ * « 

12x^ . 8x - 15 - 0 
12(x^ - fx + |) - 15 - ^ ^ 0 ■ . % 

(2(x ^^). +|)(2(x -|) » b 

2x+|=06 2x-|-0 . 

son todos equivalent es. Por lo tanto, "tel conjunto de 
validez 'de la ecuaci6n es . (Obs^rvese que 

12x2 r 8x 15 puede factorizaf-se, como un polinomio 
sobre los enter os.) ' • 
-3x2 + 6x - 5 ='-3(x2*- 2x) - 5 

- -3(x2 - 2x + 1) - 5 - (-3) . 

- -3(x - 1)2-2 

De la ecvAci^n en forma canfinica, podacaos deducir -que* 
el vSrtice de la parlibola/ es el punto , (1, -2)* 

Puesto que el coef iciente de - 1) es negativo, 
la parabola se extiende hacia abajo, y -2 es el mayor va- 
lor que el polinomio *-3x + 6x - 5 puede tomar. 
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- 8x + 21 - (x^ - 8x) + 21 

' * - , (x^ - 8x + 16) + 21-16 
. ' " • ' « <x - 4)^ + 5 «^ ' . ' - - 

El v^rtice de la parabola que constituye la frUfica 
del pplinomio es el p«mto (4, 5) ♦ Puesto que esta parabola 
se extiende hacla arriba, el valor menor del polinomio es 5. 

El polinomio pu^de tomar muchos valor e's may ores que 5. 

* 4 

Sus Valores son nOmeros enteros para valores enteros 
de X, pero no para todos los valores reales; de 

- i^x ~ 1 = 0 

■ " • • -.^ ^ ' ■ * 

2(x - 1)^ - 3 = 0 

(y2(x - 1) +y3)(y2(x - 1) -yr) = o 

yr ./T 

son todos equivalent es. Por lo tanto, el conjunto de vali- 
dez d.e la ecuaci6n es f ZJ^, */2 W3 . ^ 

En el Capltulo 11 ^ aprendimos a racionalizar el ^deno- 
minador; por lo tanto, vemos que el conjtinto de validez 
pue>ie tambieri escribirse as"^ ^{1 ^ 1 +^^}* 

Si el niimero de pies del ancho es y el ntimero de pies 
del perlmetro es 94, entonces el numero de pies del largo 
es 47 - x." El numero de'pies cuadrados del Srea es 
x(47 - x). ' ' 
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^ : x{k7 - x) - 496. 

* "x^ - 47x + 496'=, 0 ! , » ' 

i'ix 16) (x - 31) - 0 ' 1* 
X r tS ^ 0 6 X ^ 0 \ 

son tidos equival entes. Por lo tanto-, el^conjwito de • 
validez de,la ec\iaci6n es U^^ il)*, Guando 3c 16, 
47 - X - 3K El rectdngulo tiene 16 pies* de anchp 
31 pies de largo. Y 

Toda vez que 47x + 496 es factorizable sofere 

los enteros, no hubiera sido necesario usar el metodo 
de completar el ciUKjrado en este caso* 

^ EX estudiante podria tratar de resolver este pro- 
biema utflizando dos variables del modo siguiente: 
Si el rectiingulo tiene x pies de ancho% x y 
pies de largo, entonces * 

2;: + 2y = 94 / ( 
xy = H96 * 
X + y =W47 ^ 
" xy = f9» 
I ; , y = '17 - X 
I ■ xy = *49o ^ 

. -y = n7 - X \ \ 

x(H7 - x) = H96 . ' 

* , '< 

A\mque esto implica una ecu|ici6n cuadrfitica* con dos 
variables , el estudiante puede ver que el mStoda de 
••sustituci6n" lo'reduce a una ecuacifin con una variable* 
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Si la lamina metHiica tlene x pulgadas de ancho^ tiene 
X + a inilgadas de^largo* . 



, La caja tlene 

X * 4 pulgadas * 

* * * 

de ancbo^ 

X if 8 - 4 pulgadas 
de largo , y 2 ^ pulgadas ^ 
^de profundidad* 



21 




- 4)(x"+ 4) 




256 


X 


X 


> 


0 






2(x^ - 16) 




256 


X 


X 


> 


0 






- 16 




128 




X 


> 


<• 

0 . 






x^ - 144 




0 


X 


X 


> 


0 


X 


+ 


12) (x - 12) 




b • 


X 


X 


> 


0 


X 


+ 


i 2 «= Q 0 


X 


12 


0, 




X 


X > 0 


X 




-12 o 




X 


= 12, 


» 


X 


X > 0 



son t odes equivalentes. Por lo tanto, el conjunto de yali- 
dez del enunciado es (12 )^ 

La lUmlna tiene 12 pulgadas de ancho y 20* pulgadas de 
Urgo. ' , 



a. 
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•Los dds punt OS (1, 4) 
(3, 4) - constituyen la grfi- 
fica. 
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En (d) , recordamos que y - x 

2 



^ - 6 Ixj +5 impllcat 



y mi 
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9, Si rni cateto "tiene y pies de largo, . el otro cateto tljene 
y - 1 ^pies de largo, y la .hipotenufea tiene y + 8 pies 
\ de largo. Luego, ' ^ ^ , , 

. ■ . ' y^ + (y - 1)2 = (y 4- 8)2 y > 0. '• 

Coftjunto de validez: (21) • 
' , . Las longittic^^s de los lados del triUngulo son 20 pies , 

. 21. pies y 29 pies.' . 
\ *10. Si la^ventana estS a h pies de altura sabre el suelp?^ri» • 
* " cuerda tiene h + 8* pies, de; largo**" lluego^ 




+ 23^ = (h +. 8)2 2 h > o; . " 
Conjmto. de valide^:} i^b) \(h+8)' 
La ventana estS a 45 pies 
sobre el suelo« * \ * , — ~r 

11. Si im cateto del** tri^ngulo tiene :x unidades de largj), 
entonces 

Qonjuntb de validez: 

Cada cateto tiene - ^ ■ unidades de largo* ^ 
12* Si la diagonal tiene d. pulgadas de largo ^ un ladq tiene 



i d - 2 pulgadas de" largo. Luego, . ^Ii.^^' 

(d - 2)2 + (d - 2)2 - d2 i d > 0. 
Conjunto de validez:' [k + 2'/2) 
f La diagonal tiene 4 + 2 pulgadas de largo. 
13. Si la lamina tiene t pies de largo, de ancho tiene ' 
t - 3 pies, Luego, ^ 

• >t(t -■ 3) = 46| X ^ > 0 > 

Conjunto de validez: [^) * ^ 

" 1 

^La lamina tiene 82 pies de largo. 
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14V Si n es uno de los nikieros, 9 - n es el otro "ndmero , 
y , 
' n^A (9*- n)^. - 25. " ' ' • ' * . 

Conjunto de validezi^ (^} 

Los nfim^ros son J - • / ' 

15. Si n es el nfimero, .» . 



i4n + T?- » 11. 



\ 



Conjunto ae valicjez: (-7 +.2>/33, -7 - 2^15} . ^ 
*E1 nU&ro*es (-7 + 2^13) 6 (,7 - 2V15). - 
16* Si su velocidad media la idla era g millas *por hora^ 

entonces su velocidad media a la vuelta fue g,- 6 Inillas 
por hQra. .Luego, V • 

. 336 336 . , » V n . 

' Conjunto de vali^dez: t48) • ' 

La* velocidad media fue 48 millas por hora a la ida y 1^ 
' 42 millas* por hora a la vuelta^ 
17* Si X es el,numero> < - ^ 



^ Copjtinto de validez: {2 +-/3^ 2 -^^/3) 
El niimer Or es^ 2 o 2 - -/J , 
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(d) 3x(x - 3) = 3x^ - 9x ' 



- 3(x2 - 3x + |) - ^ 
.3(x-|)^.^ 
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(e) La grSfica de (d) pu^de obtenerse trasladando la 
grl^f ica de (a) ^ unidades hacia la derecha y ^ 
^ unidades hacia abajo* ^ 



-(b) X + 3^ 
(d) V ^' (x - 1)^ -•2 



<a; 

4b: 

(f 

(h 
(i 
(a 



]parfibol|i * . 

•♦ipar*de rectae: y x ^6 y ^ -^x 

Recta ♦ " . . 

R«cta . . 

* Parfibola ' ' ' . 

Parfibola ' . 

Rfecta 

Punto * . • 



(i) La griifica. ^rta al eje y en lin punto donde x f 
Cuando x = 0,, + 2x - 8 » -8^ Por tant^, 4a 
grfifica corta al eje y en -8. - , . 



<ii) ^•La grfifica corta al eje x en los puhtps donde 

2x - 8 - 0 ' / 

' (x - 2)(x + 4) = 0 . - * * 

^ " X 2=0 0 lx+4 = 0 

X = 2 6 '\ X - -4' . . , ; , 

La gj^Sfica corta al eje x en 2 y en -4. 

(iii) El mayor o menor ivalor del polinomio es la ordena 

da del vertice de Id parlibola. ** 

. rv ... „ . . ^ 

X + 2x - 8 . 

(x^ + 2x + 1) - 1 - 8' 



\(x - 1 



)2 . 9 



,E1 vertice" esti en (1, -9) y la parabola se, 
*extiende»hacia arriba. Por tanto, el valor menor 



(b) (i) 3 ' (ii) No corta al eje x. (iii) El menor 
valor es » 2, 

.(c) * (i) 4 .(ii) 2 y -2 (iii) El mayor valor es 4. 

,(d) (i) 12 .(ii) 4 y -3 (iii) No hay valor mayor 
ni menor. ' lia grafida es una recta. ' ^ 

(e) (i) 12 . Xii) 4 y. -3 (iii) El mayor Aralor 

• ,es ^ . . . • • 

(f) (i) 0 (ii) 0 (iii) El menor .valor es 0.. 

(b) (1 +75:, 1 -y?3 ; (e) {2 ^yj^ ^ - v^} 

^^2^ - (f) El conjunto de todos los ^ 

^ niSmeyosVreales • 

Si uno de los numeros es \ ^ . 

el otro es 9 - :^ su ^ 
producto'es n(9 ^ n) ^ J 

n(9 - n) = 9n - n 

/ 2 31h .81 » 

9 81 

El v^rtice de 1ft parabola es (jj '2^'^ ^ ^ parabola se 

extiende hacia abajo^. Por lo tanto, el valor de n que 

9 ^ 

da el mayor valor para n(9 - n) es 

/ 1 1 

Los numeros s^on 2^2* 

* 

lOn + 175 - {r^ - lOn ^ 25) + 150 

^ - (n 5)^ + 150' ^ 1- , 



El vertlce de la parabola est4 en (5, 150). 

El fabricante debera construir 5 botes en un dla; esto 

dard un cost a minimo de $150 por bote. 



y \^ Capitulo .16 

Siigefencias par^ ex^menea * « 

• 

Dlbuja ui^a grSfica de y = x . I ' 

2 

(a) Explica la manera de obtener 1^- grfif ica de y • -x*' 
a partir de la gr^flca de y * x2, 

(b) "Explica la manera de obtener" la grfifica de y - x^ + 
* ^ a partir *de\a grifica'de y ". x^. 

Escribe cada uno de lOs siguientes eo yLa forma c^n6nica y 
dibuja su gr^fica: 

(a) x^ - 2x - 3 (a) + 4x + 8 

(b) x(x + 6) (e) (2XH: l)(2x - 5) 

(c) , 6 - 6x - x^ (f) (x - 3)(x + 3) 

Resuelve,las siguientes ecuaciones: 

(a) • X? + 5x +"4 = 0," (d) - 2^fSx. + 1 « 0 

"(b) 4x^ + 3 - 8x .(e) x2-2x + S«0 

(c) 2x^ + 1 « 4x . (f) x(x + 1) - (x + 1) « x^ + 1^ 

*iCtx41 es el m'fenor valor que puede tener el polinomio ' 
"x2 - 6x + 16".? - , 
Dos niimeros -primos sucesivos dif ieren en 2 y su products 
es 899. Determina los n^eros. ^ 
Si cada dipensi6n de vuia habitaci6n que .mide 8 pies ^ 
porv 12 pies se axjunenta en la misma cantidad^ el espa<;io 
del piso se aiinenta en 22A pies cuadrados. Determina 
las nuevas dimensiones de la habitaci6n» 



J 



:tialo 17 



0 • 



17-1. El concepto dg fi 

Este capftulo tritaluna d^e Us ideal m^s important es y 
fundamentaies -en_Ia mat^tica, U idea ' de uncidn . Se . 
tncluye a<j»f para aquellas'^i^'lasecv organial^^ estu- 
diantes mis^ kprovechados asf-como>arr indivi^s-exfcepcid- 
'ttales <iue tienen cap^pidad para avanzar r^pidamente, , 
^similand<rtodo lo expuesto'^n^los ^capltulos fltiteriores >n 
>enos leccionfis que de ordinarid. Se podr5 encontrar discu- 



^ iff s 



si6n adicional^de este Concepto en Studies in Mathematics , 
Vol. in, P^ginas 6,17-6:25 * , 

En el pasado, la costumbre ha sido posponer un estudio* 
cuidadoso de'las funciones para un' nivel matemitico mucho 
mSs avanzado/ A causa de esto, el tetna esti rodeado de^ 
aura de diHWltad completamente* injustificado. La ijj^a es * 
/ sencill^ y, s'eg^Sn se har5 evidente en lo que sigu^, *st5 
^'implfcita en jiuestras m^s elementales consideraciones . * En 
este respecto, ei concepto de funci«^st^^ en la misma catego- 
rla que el concepto de con junto. * Inofeentalmente , el concepto' 
de conjunto es otro buen ejemplo de una idea que. estaba 
impllcita.en muchas ouestiones, matem^ticas mucho antes de que 
fuera aislada y ^studiad'a con gran cuidado en si mis'fiNlps^ Otra 
tlustraci<5n m&§ de este f en6meno' lo ofrecen las propiedades, 
.rales - ACP de la suma y de la'multiplic|ci6n que ^tln 
fcitas en toda la aritm^t*ca, pero, que'Sb se hacen 
ilicitas hasta el >estudio del Algebra . ^ 
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V 



Pggina 529 




z±L.' \3<f tab^a completa de f jranqueo es 



onzas 


1 
T 


r 

2 


■3 
T 


1 


If 


4 




2 




si 

2 ^ 


4 


3 


4 


« • % 


centavos 


4 


.4 


4 


4 


: 8 


, 8 


8 


8 


12 


12 


12 


12 


16 


« • • 



Respuestas ;al Conjunto de problemas 17- la ; piginas 529-531 : 
1. (a) La- asOclacidn es del "conjunto de todos los enteros 

> \- Popitivos^^l conjunto de todos los enteros positives 
iinpa3r%s< Gom\ evidentemente no podemos escribir ' 
todos los enteros impar-es, la t^bla puede -sdlo ' 
^ sugerir la- asdciaci6n completa . "^Los enteros 
imjjares asociados con 13 y 1000 son 25 y 1999, 
respectivamente. ^ ' 
Una^regla para la asociacidn podrfa^expresarsc^sf : 
"Con cada enterb positive n, ,se a^ocia el endsimo " 
entero positive impar". Otra forma de expresar 
esta asociaci(5n es: "Con cada entero positive n, 
se asocia el entero 2n-r'. 
(b) La imagen de la m^quina s<31o puede sugerir la aso- 

♦ 

• ciaci6n completa aquf descrita. La asociacifin es 
del conjunto de to,dos los ndmeros rea*es» positives 
al conjunto de todos lei ndmeros reales mayores que 
^ • ^ -1. La mlquina dar5 el»Tn3mero ,33 ctiando se le'da 

el'niSmero 17. Rechazar^ los niSmeros 0 y -1, puesto 
que est€ "construida" para aceptar ndmeros reales 
positives solament%. ' . 

A algynes maestrogf les- gusta destacar la idea 
V de la m^quina mucho m^^ de lo que lo hemes hecho 
aquf. No hay inconveniente en asf hacerlo.. La 
n^^quina puede. usarse tambi^n ^para vistializar tedas 
las operaciones -algebraicas. Per fejemp],o, -una 



\ 



mSqui^a dei -sumar puede imaginarse como sigue: 



t-^a + b 



Obs^rvese que esto su^iere, que la operaci6n de la 

suma pued€r consider arsevcamo una funcidn que asocia 
un nilmero real a cada par ordenado de ntSmeros reales« 

La asocial cl6n aqu£ es del conjunto de todos los 
niSmeros reales a^l conjunto de todos los^ndmeros ^ _ 
ijteale^* La asc^cidcidn se puede representar como 
sigue: ^ ^ 



— -2 -T" 



3 




1 



■5 -4 -3 -2 -1 



20-i 20 



Para determinar el ndmero asoclado con cualquier 
iwSmero, real a en la,^ recta superior, .observamos 
primer o que", aftites de deslizar la recta inferior 
hacia la derecha (es decir, si 0 esit^ directamente 
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debajo de 0), el niSmero en la recta inferior directa- 
mente debajo de a es 2a. Esto se desprende 
inmediatamente del supuestQ de que la unid"kd en la < 
recta superior es dos veces la unidad " en la recta .. 
inferior. El tra^ladar la recta num^rica inferior 
uivfi xmidad hacia la derecha de su^posici6n original 
produce el efecto de restar 1 de la coordena4a^ 
original de ca^la punto de la recta inferior. Por 
lo tanto, el n\3mero asociado con a es 2a-l. El 
ntSmero asociado con* -13 es *-27, con 13 es 25 ^ 
y con 1000 es 1999 . * 
^ Nota: Posiblemente no valga la pena exigir a 

- , ^^^^^^^ . ♦ . , 

todos los estudiantes que comprendan a cabalidad el 
argumento general anterior de que 2anl es el 
ntimero asociado con "a. El fin principal aqu£ no es 
estudiar esta forma especial de establecerv una ^so- 
ciaci6n* sino m5s bien destacar el hecho de que 
una asociaci6n puede surgir en u^a variedad de 
maneras muy diferentes. 
(d) Este ejercicio es.muy import^inte y todos los estu- 
diantes deber^n estudiar lo a fondo,^ La asociaci6n 
es del con junto de 
todos los ndmeros 
, reales al con junto * 
de todos los ntSmeros 
reales * Obs^rvese 
que para cada n\Smero 
a^ hay exactamente 
un nrSmero b tal que 
(a^b) es un punto en 
la recta* Esto es lo que hace posible establecer la 
asoci^cidn en este caso. El niSmero asociado con ^1 
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es -3, con - 1 es -2, y con 13 'es 25. Puesto 
que la forma en y de la ecuacidn de la recta es 
y « 2x - ,1, llegamos a la conclusidn de que el nd- 
mero asoclado con el ntSmero a es 2a*l» 

(e) Esta asociaci6n es del conjunto de todos los ndmeros 
reales t tales que Si ^ t 1 al conjunto de todos 

los ndmerps reales y tales que -S^y^l, Asociado 

2 7 II* 
con - 4 est^ el ndmero, « ^» Puesto que |2| > 1, 

3 , 3 ^ 

ningiSji ntSmero estfi asociado con 2, 

(f) La asoclacidn es del conjuntp.de todo§ Jos niSmeros 

reales negatives al conjunto de todos los nifimeros 

reales y tales que y'<-l* De nuevo, el ntSmero 
^ ^ * ** 

asociado con el ntSmero negative "a ' es 2a-l- El 
niSmero asociado con -13 es -27* Ningdn n^mero 
esti asociado con 0. • 
2. (a) La asociaci6n es del conjujito de todos 16Si ndmeros 
reales x tales que x -< 1 al conjunto de todos 
los ntSmeros reales y tales que y/<-3* La regla 
es: ''A cada niSmero real menor que 1^ se le asigna 
el ntSmero obtenido al multiplicar el ntSmero dado 
. por 2 y despu^s restar 5" . La regla asigna exacta-t 
mente.un ndmero a cada ndmero del primer conjunto, 
(b) La asoci^cifin es del conjunto de todos los numeros ' 
reales no negatives jjL conjunto de todos los niimeros 
reales « La regla es: "A cada ndmero real no negative^ 
se le asignan ndmeros cuyos valores absolutos son 
iguales al niSmero dado" . La regla asigna 0 a 0 
* y, a cada ntimero positive^ el ndmero dado y su 
opuesto* 
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(c) La asociacl6n es del conjunto de todos los ndmerbs 
reales al conjunto de todos lt)S niSmeros reales. TLa 
regla es: "A cada n&aero real se^le asigna el 
ndmero obtenldo al multlplicar el niSc^ero dado por 

3 y despu^s sumar 7" . La r^gla jasigna exacta- 
ment^ un nCimero a cada ntSmero real. 

(d) La asociaci6n es del conjunto de codos los enter os 
al conjunto de todos los ni&aeros i!^les* La reygla * 
es: cada entero, se le,dsignan a^ellos niimeros 
reales menores que el entero dado" * regla 
asigna un conjunto infinlto de htSmeros re|iles a cada 
entero. * * ' * 

(e) La asociaci6n es ^^ -l conjunto de todos los ntSmeros ' 
racionales no negatives ail conjunto de todos los 
ntineros reales cuyos cuadrados sean raclonale&«- 

La regla es: "A cada ntSmero i^aclonal no negativo, se 
aslgnan aquellos ndmeros reales cuyos cuadrados son 
iguales aPnSmero raj^ional dado"* La i'egla asigaa 
0 a 0 y^ a cada raclonal positive, sus dos ralces 
cuadradas. ' , 

Con cada ndmero redl entre 0 y 320^ se asocia 4 vece& 
el entero m^s pequefio que sea mayor que o igual al nfimero 
dado\ , * 
£1 punto de partida aqui podria ser una ftHquina tal como 
las balanzas que imprlmen tu peso a la vez que tu * 
buenaventura en una tar j eta. Un estudiante que tengd una 
idea de la manera como podrfan construirse tales balans^as^ 
deber^ poder iridicar las modificaciones y adiciones nece- 
sarias para el fin aqul SiugerLdo, La idea, desde luego, 
es obtener otra "imagen" m^c^nica de una asocilacidn inte- 

resante de ndmeros* 
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• La definici^n de funciiSn presentada en el texto es, 

estrictamente hablando^ una definici6n de funcifin real , 
puesto que se han jrestringJ.do el domfnio y el campo de 
valoresi a ndmeros reales. En los prfijcimos cursos, el 
estudiante encontraril tipos jje funciones m^s generales, 
en los cuales el dominio y el campo de valorgs pueden 
ser conjuntos distlntos de conjuntos de n^eros reales. 
Una' tal funci6n podrla, ppr ejemplo, tener conjuntos de 
puntos en el piano como su dprninio de definicidn. A modo 
de ilustraci6n\ as6ciese Qon cada punto (x,y> del piano, 
la abscisa' x del punto. En este caso, el dominio es el 
conjunto de todos los puntos del piano, y el campo de ' 
valores es el conjunto de todos los ndmeros reales. Si 
asociamos con cada jpunto- (x,y) del piano, el punto (!-x.,y) , * 
el vesultado es una funcidn con ambos, dominio y campo de 
valores, iguales al conjunto, de* todos los puntos en el 
piano . • / 

En el estudio de las funciones, es importante "* 
subrayar en todas las*" oportunidades , los siguientes puntos 

(1) A cada ndmero en el dominio de definicifin, la funcidn 
asigna un ndmero, y solamente \jj[o, del campo de 
valores. Con otras pala^ras, no hay funciones "c.on 
varios valores o plurlvocas" . .Sin embargo, el 
mismo numero en ela campo de valores puede estar 
asignado a muchos elementos diferentes del dominio. 

(2) La idea esencial de funci6n se encuentra precisamente 
en la asociaci6n de niSmerros del dominio con nvSmeros 
en el campo de valores, y no en la forma particular 
en la cual la asociaci6n resulta descrita* 
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(3) Hllblese sianpre de la asociacldn del domlnlo al 
campo de valojres. Estp ayuda a fijar la idea correcta 
de que se trata de un apareamiento ^ordenado de ndtberos 

/ en el cual el iw&iero del dcwninio se menctona primero 
y el ndmero asignado del campo de valores se men- 

ciona en segundo lugar, 

(4) No todas las funciones pueden representarse mediante 

I 

expresiones algebraicas* * 

Aunque los pjwitos an ter lores no- son cruciales en 

una consideraci6n ^eLemental de las funciones, resultan de 

importancia capital Ws tar de. Ademls, mucha^ de las dificul- 
tades que los estudiantes tlenen con la idea de funcidn pueden 

atribuirse a conftisidn fen estas cuestiones. For lo tanto, 
resulta impbrtante cerciorarse de que el estudiante entiepde 
estos puntos desde su primerfsirao contacto con el concepto de 
f unci6n . » • ^ 

Respuestas al Conjunto de problemas^i7-lb ; pilginas 533-535: 

* 1. Todos los enunciados del problema 1 y todos los del 
problma 2, e^^^cepto (h) y (d) , (e),^^finen funciones. 
L&s enunciados en 2(b), (d), (e) no definen funciones, 
puesto que asocian m^s de un ndmero con .algunos de los 
n\lmeros en el dominio de definicion* 
2- (a) 2x - 5, X < 1- * 

(b) Ninguna expresidn sencilla« 1 

(c) 3x +7, donde x es cualquier numero real. 

(d) , Ninguna expresi6n sencilla* 

(e) Ninguna expresi6n sencilla* 

3. (a) El dominio de definicidn es el conjunto ^ 
^[M, 3, 4^5, 6, 7,8,9,10). 
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^j^"^ Niiimero del d£a 



ingreso por dla 



1^ 



-4 



-7 



0 



8 



-3 



-4 



10 



-6 



(ii) La funci6n no se puede representar mediante 
una expresidn algebraica sencilla en x. 
Sin embargo, se puede representar mediante un 
polinomio de grado suficlentemente alto, 
(b) El dominlo de definicitSn es el conjunto de toios los 
enteros positivos, y el campp de valores es el con- 
^ junto {0,1,2,3,4 J. ^ 



Entero positivo 


1 


2 


3 


k 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 




Keslduo de la 

divisidn ppr 5 

Ik 


1 


2 


,3 


4 


0 


1 1 


2 


3 


4 


0 


1 


• • • 



,(il) Xia funcidn no se puede representar mediante 

0'""' ' ' ■ 

' una expresidn algebraica sencilla, pero , 

podemos hacer*lo siguiente: Con cada , entero 

g positive* n, asociemos _ 

0 si n » 5k, k cualquier entero positivo, 

1, si n - 5k + 1, k cualquier entero positivq. 

2, si n» = 5k + 2, k cualquier entero positivo, 
3 J si n « 5k + 3, k cualquierN^ntero pos:^tivo, 

• 4 si n =» 5k + 4, k cualquier entero positim 

, ■ * - 4 

(c) El dominio de definici6n es el conjunto de tddos los 
ni5meros reales positives. ' , ' 



(l^' Niinero real 
positivo a 

^^<a + 2) 



1 
2 



5 



72" 



^( 72+2) 



2 
3 

8 , 



4 



Q90 
f-j 



(ii) Con cada niSmero real positive a, se asocia 
^1 ndmero i(a + 2) . * ; 

(d) El dom?.nio de definicitfn e$ el-conjunto de todos los 
enteros positivos. . * ' . 



^(i) Entero posl- 
tivo n 



En€simo , 
primo c 

■ / 



2,3 



2 



11 



13 



17 



8 



19 



23 



10 



29 



Cii) No 3.^ conpce ninguna funcidn cuyo *dominio de/ 
definicitfn sea el conjunto de los enteros 

positiyosA cuyo- campo de^valores sea un con- 
' junto de ni^piieros primo^, y cuya ley sea una 
e^presidn l^lgebraiqa . ^ ' ' 
.(e) El dominio de definicidn es el* conjunto de todos los 

enteros positivos del. 1 al 365 Inclusive. El- campo 
de valores es el conjunto «le todos Ips enteros 
no n^tivQs del 0 al 364 inclusive. 



(i) Mmero 
del • 
\ dfa 



^ Dfas ms- 
tantes 

♦ del afio 



364 



363 



362 



361 



360 



361 



j62 



.363 



364 



365 



(ii) Con el en^simb dfa, se asocia 365-n. 
(f) El dominio es el conjunto de todos los enteros posi- 
tivos menores que o iguales.^1 ndmero de ddlares 
que se posea. • 



(l) NiSmero^dej' 1 
d<51ares 
invert idos 



Interns 
al 6 % 



0.o6 



0.12 



O.lS 



20 



1.20 



100. 



6.00 



* • • 



asocia 0,06?^. 



(i.i) Con el niSniero P . de /<51ares Inveirtidos, se 



(g) El dominio es el conjunto de todos los n\3meros 
reales positives. ♦ - 



(i) 



DiMaetro en. 
puTgadas 


1 

3r 


1 

IT 


1 


* 2 
IT 




2 ^ 


Gircun:£erencia 
en pulgadas 




1 


IT 


2 




air 



\ (ii) Si d es el di&netro, la circunferencia 

(h) El dominio' es el conjunto de todos los numeros 
reales* 

Primera posici6n: ^ 



es 



-3 -2 



•I 



-2 -I 



-1 — 




- — 1 — 


-1 — r 


1 1 








1 




J 1 








, 1 




1 J 








1 




1 1 








1 

— 1 — 


-J — u 


u 


— 1" 



Segunda ^Jiosici^n: 



3 



-I 



I 

i 
I 



-I 




3 

I 
I 

I 

i 



-2 -3 



N\3merq real a 


-2 


-1/ 


•0 


1 

,2 


1 


2 ^: 


10 


• • • 


N^tnero asocia- 
do con a 


3 


2 


X 


^ 1 

"5 


0 


-1 


-9 


« « • 
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' (ii) Sea a cualquier niSmero real ffli la rectaj 

superior. DespuSs q^ie se desllza la rectA — 
inferior de manera que su punto 0 es|€ 
directamente jdebajo del puuto 1 de la recta 
superior, el punto en la recta inferior 
directamente debajo de a es a • 1^ Cuando 
\ la recta inferior se gira alrededor del 0, 
• ^el nCfeaera a - 1 se, reiaplaza por su opuestOt 

•(a - 1). Por tanto^ la asoc^acidn resultante * 
puede expresarse como sigue: 

Con todo mSmero real a, se asocia el 
nCimero 1 - a. 

11. dominlo es el conjupto de todos los eAterss positlvos f 

mayores que 1. 

Entero g 3 ^ 1 5 1'6 I 7 j 3 ] 9 1 10 11 1 12 13 14 |15 
' positivo n I 111 «» 



2 7 




11. 



13 



El 



Factor m^s 

pequeilo de , ' . 

n, mayor / 
que 1 / » 

ndmeros prlmos est^n asociadoa con ellos mlsmos. 
caiapo de valores es el conjunto de todos los n^eros 
pi^iiBOS. 

Esta funcidn es parecida al'ejeiiplo conslderado al 
cbmienzo del capftulo. El dominio es el, cbn junto de todos 
•los n^imeros reales mayores que 0 y menores que o igua^ 
a 32, y el campo de -^alores'^es el conjunto de todos los 
enter OS del 1 al 32. La £unci<5n *no se puede representar 
medlante una expresidn algebraica con una variable. Los 
ndmeros asignados a 3*7 y 5 son 4 y 5, r'espectivamente. 
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6* La descripcl6n verbal es el dnicQ ingtodo que pod^os dar 
ahora para representar ^sta funcid^. Los niSmeros aslg- 



nados a ^tt, ^ |, 0, |, VI, | y 10^, son 

1, *-l, X$ ^^1, 1, 1 y -1, respectivamente. 

x7* Obs^rveseT^ que da un ndmero real para todo valor* 

de X distinto de Puesto que s61o tenemos ralces 

cuadradas, de ntSmeros reales no negativos, ^/x + 2 tiene 
significado solamente para x + 2^0 6 xi ^2, 
. (a) Todos los nilmeros reales ^ excepto 3« 

(b) , Todos los niSmeros reales mayotes que o igualei a 1* 
, (c) Todos los niimeros reales, excepto 0* 

(d) Todos los m&aeros reales . ^ 

^ " ~ 2 

(e) Todos los niSmeros reales x tales que x.> 1. 

^ Esto es lo mismo que el con^unto de todos los 
n\3meros r^iales x tales que x^l 6 x^^l. 

(f) Todos los ndmeros reales, excepto 2 y 

8. Obs^irvese que si el per£metro de un^rect^ngulo es Igual a 
10 pies, entonces la longltud de un^ lado debe ser menor 
que 5 pies .7 

(a) El dominio de defitiicitSn aqui es el conjunto de 
todos los enteros positives entre 0 y el ndmero de 
ddlares de que se disponga. 

(b) Puesto que el Axea^ de un tri^ngulo es igual a la 
mi tad die la base x multiplicada por la altura a, 

debemos tener i;xa » 12 6 a » ~. En este caso. la 

2 X . 

longitud de la base puede ser cualquier valor, 

excepto 0* Por lo tanto, el dominio es el conjunto 

de todos los ntSmeros reales positives. 
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4 


X 

X 


J 

* 


■ • 1 

1 J 




X 

i 

X 




X 

X 



10-2 X 



(c) El fondo de la caja 
vtiene las dimensioned 
8-2x por 10- 2x. Por 
tanto, el volxjmen 
viene dado por ^ 

^ o seaV 

4x(4-x)(5-x);^ 
EvidCTitemente, el cuadr^do que se corta debe tener , 
su ladp liaenor que 4^ as! que* 0<x^4, Con otras 
palabras, el dominio de definicidn es el conj\into 
de todos los ndmeros reales entxe 0 y 4. 



r ■ — — — : — — ; , ' ' - 

17-2 • La no tact 6n funcional 

La ttotacifin^ funcional debe, ser utilizada con graiS^idado* 
Al princlpioj no se pueden tratar demasiado^ ejemplos y ejer-* 
cicios del'tipo, '^^Cu^l es el valor de f en 2?" ^ o "iQu€ 
niSmero.estS representado por f(2)?" Debe aprovecharse toda 
oportunidad que se prese^te para enfrentar al estudiante con 
esta cuesti6n* Es esencial para todos entender que el sfmbolo 
•*f*% cuando se usa para una fCincidn ^ representa la futtcldn 
completa no solamente la re gla o al guna foma especial de ^ 
expresar la funcidn , ObsSrvese que hemos evitado el uso de 
la engafSosa expresi6n^ "la funci6n f (x)", como un sustituto de 
la expresi6n correc;ta, '"la funci6n f"; Con otras palabras, 
fCx) es un ntSmejro;' es el valor de f en x, no la funcidn 



mxsma . 



Si dos variables x e y est^n relacionadas median te el 
eridiciado. y * f (x) , donde f es una funci6n dada, entonces 
* 'se llama algi^nas veces la variable independiente , e y la 
variable idependi^nte en la relacidn. Esta terminologfa., que 
se emplea mucho, ha sido eyitada aqul, puesto que es un 
ebuso del lenguaje. Conduce a^ expresiones tales como 
"y es una funcidQ de x", que tienden a oscurecer el conce'pto 
de funci6n. 

V Para la^fuQcidn , f definida por la regla, 

f(x) » 2x - 1, para todo niSmero rea'l x, 
,f(-|) = , f (Jl) ^ - f(s)*= 2s-iy 

f (-t) = -2t - 1, (t) = -2t + 1^ f (t - 1) = 2(t - 1) - 1 
2t - 3/ f(t) - 1 = (2t - 1) -1 = 2t - 

. ^ Para la funcidn g definida en la p^gina 537, el campo 
devalores es el conjunto (-1,0,1). Tambi^n, g(-3.2) = -1, 
g(0) - d, gC4) » '1, gi-Tl) = 1. Si a>bV g(a) = -1 y 
g(-a) « -1., Si a 0, g(|a|) « 1. La regla para.„g no • 
yuede darse por una expresidn algebraica sencilla con una 
variable. * 

Respuestas al Conjunto^ de problemag. 17-2 ; piginas 538-5'!^0: 
1.. (a) P(-2) = 3 (e) P('0) » 2 (l) P(|) - 2 -,| 

Cb) -P(2) = -1 (r) |F(-6)| ^5 . (j), P(2t) 2-t 
(c) P(-|)--| (b) P(|-6|)^-.„1 (k) p(|)=.2i|^ 
(u) P(l)-1 = I (h) P{t) = 2-*^! 

2. El dominid de definicidn" de G es el coniunto de todos 
los ntSmeros reales , y el^ campo de valores es el conjunto 



de tpdoB los ntSmeros reales no negatlvos* 

(a) a(0) * 0 (b) a(a) - Q(*.a) « 0 (c) « 1 

' *^ , , ' ' * » 

funcl6n h es id^ntica con la funcifin g -definlda en 
' ^ ■■ - ■ • • • ' ' 

la secci6n 17-2. Asegdrese de q\]£ los estudiantes entien- 

den por qu^ •h* - g. SubgSyese btra yez que la funcidn'' > 

es independiente del m^todo particular de describirla o J 

de log sfmbolos usados para representarla . 

Si x< 0, eritonces |xl " -x, de manera que " "Iv 

Si x> 0, lentonces | .x ] « x*, de manera que ~r- » 1. - 

Por lo tanto, ^ ^ 



k(x) 



-1 I ^ < P 

0 , X =• 0 

1 , X < 0'% 



y de aquf que. k «- g. _ * . o ^ 

<a) H(2) - 3 (b) H(4) =-| (c) H(-|) =-| 

> (d) -H(-2) - -3 (e) H(-l) + 1 =^ 1. (f ) H(o)no estH definido. 

(g) H(al = a^- l,para -3 < a < 3. 

(h) Hl{t-1) « - para -2 < t < Obs^rvese qua . 

si -2 < t < 4 J entondes -3 ^ t-l 3, 
de manera 'que H(t-l) est^ definido*. (Esto es, 
^ t-1 es^5 en el dominio de definicifin de H.)* 

(i) H(t) - 1 - - 2, para -3<t<3. 

» * 

(a) £1 domitilo de deflnlcl6n de Q es el conjunto 'de 
todos los nt^eros reales x tales que *^l^x<0 & 
0^xi2, esto eSt todos los mSmeros entre '•I 2, * 
^ excegto e iticluyendo— 1 2» 
<b) Bl 'campo de valores de Q consiste en el ntStaero «1 
todos los X tales qu« — ^^x%^-2-» ^ 
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7. (a) 
(b) 
(c) 
' (d) 



8 



Q(-l) - -1, Q(-^) - Q<0> definido. 
Q(l) - 1, .Q(|) - |, QC-t). no est^ definido. 
R. es la mism funci6n que Q. '(V. el problema 
3 anterior.) 

Todoa los X tales que A <x. 
(5) ' • 

3 . 

Todos los X tales que x-« 0. 
Todos los X tales que 2<x. 



— 4— 


— ♦ — 


-1 f 1 » 

0 1 


♦ 




1 t ' 1 — « — 


" ■ — ^- 


— ^ 
0 


2 


— h 




Todos 



CO, 2) 



Todos los X tales que -1 x ^ 1, 



ri 0 i 



— , ^ »— 

.3 0 « 



Todos los X. tales que 
x<-3<5 x>l» 



(a) El dominlo de def lnici6n de f es el conjunto de 
todos los niSmeros reales, y el dominlo de defini- 
ci<5n de F es el conjunto de todos los ndmeros 
reales dlstintos .die -1. Por lo tanto. f if F. 
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Sin etabargo» puesto que 



tenemos 



^(^) * F<x), para todos los 

(b) En ambos' pasos, el dominio de definicl6n es el coa,- 
« junto de tpdos. los nt&neros reales* Puesto que 

' - 1 2 

^ r " t - 1 para todos 
^ t* + 1 • 

los iMSmeros reales t, se desprende que g « G. 



17-3 . Gr<gflcas de funciones • 

' " ""^ ^ 4 " ' ' 

La gr^fica de una funcidn nos da una ©anera r4plda de 

re^resentar ciertas propiedades de la funci6n. En la jiayoria 
de los caqos. nos Interesa primar lament e la "forma" da la ► 
griflca, mis Men que la localizacidn.priciaa de puntos indl- 
viduales, aunquA puede baber ciertos puntos .clavea que deberiSn 
locallzarse con precisidn. Si hubiere algun^ duda aeerca de 
la forma de una porcitSn de la gr^fica, frecuentemente €s ta 
puede resolver^e gracias a unos pocos puntos bienel^gidos. 
Otros tipos inf ormacidn pueden ser tambi&i de utilidad aj' 
determiner la forma general de la gr^fica. For ejempio, sin 
localizar punto alguno, sabemos que la gr^fica de 

y - 3x^ + 1 debe estar por encima de la recta y 1, puesto 
■que 3x ^ 0 par* todo x. . Tambi^, c.omo ^ 0< a < h implies ' ^ 
Q< a < b , sabemos que la^gr^fica de y = Slc^ + 1 ascieride * 
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hacia la derecha. Debe inculcarse en los estudiantes que el 
objetivo al dibujar una gr^fica no es slmplemente situar ^ 
un cierto niScaero de puntos, sino m;Ss bien descubrir la f orroa 
de la grifica mediante diversos m^todosadecuados . La locali- 
ssaci6n de ciertos puntos de la gr^f IcS cuidadosaiment^ elegidos 
es lino de los m^todos. 

Eiemplo 1« Las gr^ficas do la funcidn f . definida por 

f(x) - 2x - 1, 0<.x<2, 
y la funci6n F definida por 

F(x) - 2x - 1, -2<x<2 
son distlntas, puesto que la primera gr^fica es el segmento de 
recta que une los puntos (0, -1) ^ (2, 3) con el primer pun to 
incluido y el 'segundo excluido, y la segunda grUfica es^ el 
segmento de recta que une los pun tog (-2, -5) ^ (2, 3) con 

ambos extreinos excluldos* \ * • 

♦ 

Respuestas al Conjunto de problemas 17-3a ; p^glnas 541-542: 
1. (a) . . • . 
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2. (a) Dominio: todos los s tales que -l<si2, Caiqpo 
; de valores: todos los tales que -^^y »2C . 

(b) Dominio : todos los x tales' que -3 x s.3 . Campo . 

de valores : todos los y" tales que 0<y<,3* 

(c) Dominio: todos los x tales que <k < 3.^ , Campo 
de valores: todo$ los y tales que 0iy<3, 

(d) D'c«ninlo : todos" los t tales que -2 < t^ 1. Campo 
de valorefe: todos 1<^S V tales que ^l^y<3. 

(e) Dominio: todos^'los niSmeros reales distlntos de cero* 
Campo de valorps: ^ {-1, 1). ' 

(f) La misma funci6n que en (e). 



3. 
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5 . Dominio : todos los x tales 
/ / 



que -1< ^<2. 



Campo de valor es: todos* los 
I , y tales que 

0<yi 1. 



f 



.4 



r(x) 



-X, -1 ^ X ^» 0 

0 < X < 2. 















[ 














\ 


























u 


















































































1 




























» 





6. ' Hay muchas funciones que satisfacen a todas las condi- 
ciones. Un ejempA^ es: 
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Para cualquier ntSmero. a en el dominio de defini-* 

cX6xi de una funcidn f, hay exactamente un punto con abscisa a^ 
en la gr^fica de la funcidn^ y €ste es (a>f(a))* Por 4r© * 
tanto» la recta vertical x a intersecar^ a la griifica de 
exactamente en un punto, a saber, (a,f(a))* Si a no est 5 
en el dominio de definicidn de f • entoncea la recta a, =^ a 
no inter secar^ a la grilfica de f en ningiSn punto. La regla 
para f pued^ enunciarse como sigue,: ^'A cada, ntlmero real a 
en el dominio de definici6n, se asigna el ntimero real b tal 
que (a,b) es un punto de la gr^fica " • 

Respue.stas al Conjunto de problemas 17"3b ; p^ginas 544-545: 
1-; — tiada traa de^:l ^^y^^ ^jy^ sea o no la gr^fica 

de una funci6n, determina un conjunto que consiste en 
todOfs los n^eros reales a tales que hay al menos un^ 
punto de la gr^fica con abscisa a. Si la gr^fica ^ 
'^'TfrftUlta ser la de una funcidn, entonces^este conjusito es 
el dominio de definiciiSn de la funci6n. Ahora^^con cada 
niimero a en este dominio" , >^ociamas todos los ndmeros 
reales b tales que (a^b) est;^"en la grUfica* Esta 
asociaci6n ser^ una funci6n) si y s616 si hay exactamente 
un tal numero b para cada niSmero a, /Esta es la situa- 
ci6n en los casos (a), (e) (h) ^e (i) ^ as£ .que son 
graficas de funciones, Por otra parte, en los casos res- ^ 
tantes^ hay valores de a * con los cuales estSn asociados 
yarios valores diferentes^de b, de maner^ que no son^ 
graficas de funciones, . * , 

T.^ mj^ynrf^ de llos Qst.i^d iaftt^s i er t am ent-eii 

* ^ 
no estar^ ^n condicione^ de explicar este ejer- 

cicio con l^^-^Bjrecisidn con que l6 hemes hecho. 
^ Sin embargo, muchos^ de ellos ^star4n preparados 
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para captar la idea. Respuestas aceptables en los casos 
(e) X podrfan ser algo asX: "(e) es la grifica de 
una f unc i 6 n ^ porqu ^Ti-gt y - so^la mertte^^^ -gg gfie a^ — 

directamente encima de cu^lquier pyinto del eje x, y, por 
tarito, la" gr^fica puede usarse para definir una'asocia- 
ci<5n para una funcidn, segu^i se hizo en el problema 1(d) 
^del Con junto de problemag 17^1a* (f) no es la gr^fica 
de una funci6n, por que* directamente encima de algunos 
puntos del' eje x hay dos puntos en la gr^fica, de manera 
que €st^^o puede usarse para definir una funci6n" • 

A medida que se X>an estudiando estos ^roblemas, 
triltese de conseguir que los estudiantes enuncien explf-, 
citamente lo que es el dominio de definicidn y"la manera 
de formular la regla en aquellos casos que son graflcas . 
de funciones. El propdsito de los problemas 2,3 y 4 
es conducir al criterio general para que una gr^fica sea 
la gr^fica de una funci6n* * ^ 

(a) 'h(-3) ^>f3. Puede tomar^ apro^madamente comp 1^7. 
h(q) - 0, h(2) - -2^ ^ 

(b) . El conjunto de todos mlos x tales que -4<^x<.3» 

I" 

(c) El conjunto de todos los y tales que -3^yji2. 

(a) Para x en el dominio de definici6n de g/ habrH un 
punto, y s61o uno, (x>y)> en la gr^fica G» -El wSraero. 
g(x) es igual a la ordenada, y, del punto^ (x,y) de 

la gr^fica* 

(b) El dominio de def inicidn .de g es el- conjunto de ^ 
^odos los ntlmeros reales x tales que existe un 
pun to en G con abscisa *igual a x, — 
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,^c) Para demo^trar que "si (a,b) ^ (c,^), entonces 

a ^ c," debemos probar el contrapositivo de este 
enunciado, a saber, "si a - c,. entonces (a, b) « (c,d)". 

As£, si a » c, X si los puntos (a,b) Cc>d) 
est^n en la grffica de g, entonces b « g<a) 2 
d - g(c) . Puesto que g es una funci<5n, hay exacta- 
mente un valor g(a) . Por lo tanto, si a = c, entonces 
g(a) - 4(c). De aqui que b « d, ^ (a,b) » (c,d). 
Esto completa la demostracidn . 
Egte problema es la base para la definicifin de funci6n 
como "con junto de pases ordenados", que el estudiante 
encontrar^ eventualmente si continda estudiando la mate- ^ 
m^itica. J|n esa. definici6n, la funcidn se identifica con 
su grfifica, esto es, un conjunto de pares ordenados, y as! 
la def inicidn consiste en especificar qu^ conjuntos de 
pares ordenados se«desean. ' \ 

Para demos trar que el conjunto de puntos G que 
satisface a la condici<5n dada es la grfifica de una funci6n, 
necesitamos mostrar el dominio de definici<5n y la, regla 
para una funci6n g de manera que G sea la gr^fica de g. 
Consid^rese el dominio ,de definicifin como el conjunto de 
todos los niSmeros reales x para los cuales existe y de 
modo que. el punto (x,y) pertenece a G. Obs^rvese que, » 
por la condici6n*sobre G, hay para cada x exactamente 
un niSmero y tal que (x,y) per-tenece §i G. Por lo tanto, si 
* definimos g(x) = y para cada x en el dominio, el resul- 
tado fes una funci6n g cuya gr^fipa es G, 




5. Esta no es la gr:fi£icd de una funql5n. 
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17-4. Funciones iLneales 




Cualquier recta (o pprcl6n de utra irecta) es la gr^fica de 
una funcldn lineal, con la excapcidn de las rectas vertieales 
Si una recta pio es vertical, su ecuacidn puede ponerse en su 
forma en y: y « Ax + B* Asf,"pues, cada fun^iSn lineal pued^ 
representarse mediatite -una expresi6n lineal* Con otras 
palabras, ^i f es una funcidn lineal, entonces existen ntS- 
meros reales A B tales que f (x) » Ax + B para cada x 
^ eJL dominio de definicidn de f . 

Reepuesths al Conlunto de problemas 17-4 ; piginas 546-547 : 
1. (a) La grilfica es una recta horizontal, y « B. 

(b) La gr^fica es el eje ' % 

(c) Puesto que los punto s (- 3,0) .(1, 2) e st^n en la 
^ gf^fica, debemos tener * 

0 - A'(-3) + B 
2 - A-1 + B 
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Este es un sistema de ecuaciones con las incdgnitas 
A 2 sal\lci<5n es A » "1 1 B f El problema 

puede tambi^n resolverse, obteniendo la ecuaci6n de 
ta-recta determinada por los puntos (-3,0), (1,2), 
y entonces poni^nddla en la forma en 
(d) Er dOTiinio de de£inlci6n es el conjunto de todos los 
njSmeros reales x tales que -3<x< 1. 

A-(-l) + B . . 

» A'3 + B 



* Resolviendo respecto de A ^ obtenemos 

A « B « Adem^s, podrfamos obtener A B, / 

escribiendo la ecuacidn de 1^ r^cta determinada por 
* los puntos (-1,1) X (3^3), en W forma en y» Obs€r- 
vese que ^sta es la misma recta\ pero una funci6n 
distlnta de la que hay en (c), 

(f) La peridlente es y el pun to de interseccidn con el 

" 3 

eje y es (0,^) • ^ \ 

(g) El domlnio' de definici6ri"es el conjunto de. todosi lo^ 
ntSmerps reales x* tales que -l<x<3. 

2. La ecuacidn de la recta fees x + 2y + 3, » 0. Cuando 

y 2, X «• -5, ^.c^a'^^o y ^ *" ^° tanto. 



h(x) - -ix 
3. (a) lineal 

(b) no l inea l , 

(c) no lineal 



- — , -5 < x < 3 . 



4, 



. (a) g(x) = -f (x) 
(b) g(x) « if (x) 1 
jc) g(x) = 



(d) no lineal 

(*e) lineal, 

(f) no lineal 

(d) g(x-).= XdxU 

(e) g(x) = f (-x) 

(f) - g(x). = f (x^) 
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5. La grlflca de g se obtiene girando la grSfica de 

f media vuelta alrededor del eje x. 
(a) • .(e) . / , 




es el conjunto de todos los puntos en la gri[fica de F 



o en la gr^fica de G. \ i 



Respuestas al Conjunto de problemas 17*- 5a ; p4ginas 548-551: 

1. (a) f(-2) - -11; f(-|)- -19|; f(0) - -21j f(|) = ~2^i 

f (3) = -21j f (a) a^ - 3a -21^ f(|) ' ' ¥ "^^i " 
f(a +'l) = (a t 1)^ - 3(a 1) - 21 - a^ - a - 23. 
(b) g(-2) = lOj- g( -|) « -l^j g(0) - -2jg(3)no esti definido. 

(bbs€37.vese que el domi^io de g(x)*es -3<x<3») 

* ^ P o 

g(2t - 1) = j(2t - 1)*^ - 2'- 12t^ - 12t + 1 para 

-1 ^t-*. 2. ' (Obs^rvese que -3<x<3.j por lo tanto, 
-3< 2t -1< 3 6 -1 < 2.) • 



. f (x) » - '3x - 21 - (x - |)2 
- ((x -|) .+ -4^) ((X - |) • \ 

,,(x-(|.l^)) (x - (|. ^)) .0 • , ^ 

Poj^ lo- taxitoi el conjunto de validez es 
/ 3.+ Nr93 3 ->713 l. 

\ 2 ; 2 / 

(d) -K3 I ■ — O- 

0 

2 , ^ « 



(e) f(c) + g(t) = 4t^ - 3t - 23. Obs^rvese que si una ' 

■'■«'*■ • ; * ■ ■ . 
funci6n est5 de.finida para todqs los nvimeros reales>--, 

y . la otra funcidn BSti def inida para -3 < t < 3 , ejci- 

tonces la suma de las dos funciones est^ defin^'da 

para>-3< t <3. • * ' 

(f) f(^) + 3.= - 3a -'18; f(a + j) --(a + 'j)2 -^a % Z) 

- 21 - a^ + Ja - 21; 3f (k) = Sa^ - 9a - 63; 
, f (3a) - (oa)^ - "3(33) - 21 = 9a^ - 9a - 21. 

(g) ,Todos en la parte* (f) son polinomios cuadr^ticos. 

f (t)B(t) - (t^ - 3t^- 21) (3t^ - 2) • . 

Obs^rvese que como en el caso (e), el produt^to de las 
dos funciones esta defitiido para -3^t <:3. 
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, Ji) El resultado eit .(e) es un polinomio cuadp^ti^^ y 



D 



2. 



en (h) el polinomio no es cuadr^ticcf* — * ^ 

(a) * A « (b*+ 10) es, un .polinomio cjiadr^tipQi ; domlnio 

- (de definici(5n).: . todo ntSmero rqal positivo. 

(b) Si el jMlwem-iiiSs peque^o s© d^nStar jxor entonces 
el ni^mero mayor e^ 120- 2s, y,^l producto 

1^ » s(120 - es un polinomio cuadr^tico en s. 
^ ^ Puesto .que ainbos ndmeros^ son positivos , el dominio ' 

es el- conjunto de los ntSmeros reales_ s' l^ales que 
* s< 4.0. ObsSrvece que e^ta restriccl6rt del dominio 

es.'necesaria, debido a la , condicidn de que s "es el " 

menor de li^ dos niSmeros . . 

(c) Si, L ea laTLongitud del lad9 paralelo a la pared, 

entonces I'a longitud del lado perpendicular a la 

" 1 ' ' 

spared es -j(120 - L) ^ y el itea ..^ del corral 

rectangular es: -A = ^L(120*- L) , El 5rea es un 

^ polinomio cuadr^tico -fen^L; el 'dominio (de' definici^dn) 
• es el conjunto de los ndm'qros reales L • tales que 



(a) . 



0^ L^120. 



1 • 1 
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Saberoos que el product o de dos n"Qmeros reales positi' 

2 

vos o dols negatives es positivoj. Gomo x " x.x, se d^- 
prende que , es* el produtxto de dop n&neros pbsitlvos, 

si X > 0, o iaX productD de dos n&aeros negatives, si 

2 ** ^ ^ ^ 

X < 0; esto es, x > 0 para cualqui^er numero real 

jK 0. Saberoos, ademis^ que si ab ~ 0, donde a x ^ 

sott n^imer OS reales, &itonces per lo menos uno de ellos 

* 2 " 
es Cero, Puesto que x x«x ■ 0, . 
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se deduce que x « 0^^ Inversamente, si x « 0, entoncves 
x^«x*x= 0*0«0* *TC<»no los puntos con prdenadas posi*- 
tivas estSn por encima del eje x, se deduce que la grfifica 



de y « x^ tiene una ordenada positiva para todo x p 0, 
y un punto Cinico (0,0), correspondiente al valor x - 0, 
est^ en el eje x, ^ 

Obs#rvese que* por la gr^fica de la fuucidn y « x , 

i 

2 * 

entendemos la gr^flca del enunciado abler to . y x . 
Si (a,b) e.s un punto de la gr^fica, entonces b »>a es 
un enunciado cierto.* Puesto que b = (•-a)^ - a , se ^ 
deduce que el enunciado abierto es tatipibi^n ciertj? para el 
par ordenado (-*a,b); con otras palabras, (-ajb) est^S^ 
tambljSn en la gr^fica* ^ * . 

Si X es positivo,; la niultiplicac^i6n de los miembros 
de '*x < 1" por x da x^ < x. Si, para el mismo valor de 

x, la ordenada de y - x se denota por ^ X ordenada 

-*'^,' * "» 

de y « X por y2, entonces para 0 ^ x ^ 1, tenemos 

* 2 
y^ < y^* Con otras palabras,. la grKfica de y = x es,t5 

por debajo de la gr^fica de y = x. 

2 

AquIjComo en el problema 6, obtenemos x ^x y2<yi^*^* 
Por lo tanto, para x >1, la gr^fica de y - x^ est^ por 
enclma de la recta y = x. 

La multiplicaci6n de los miembipos de ^'a < b" por 

2 ^ 2 
Si ^ h da B <ah ab ^ b , respectivamente . En conse- 

cuencia, por la propiedad transitiva de la ordenaci6n, 

2 2 9 7 ^ 

obtenemos a < b • Si tomamos ya * ^ ^ yfa ^ * 
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entonces por la.propiedad anterior para b>a, obtenemos 
y^> para todo b> a>^0. Por lo tanto, s€5, deduce que la 
gr^fica de y » asciende constantemente a medida que 

.jaos iQDvemos de§de 0 bacia la der.ecbJL.%.... — I — . — 

9f ^ La recta horizontal y » a, donde ai.O (como*la 
gr^fica de y « estS por encima del eje x, a no 
puede ser negativo), y la grfifica de y »• x tienen orde- 

nadas iguales «pi los puntos de interseccidn. Por *lo 

2* ► 
tanto, , X » a. . • 

Puesto que V x^ - a « (x -'/a)(x+ "Ta ) , x^ - a « 0 tiene 
el'^con junto de validez {n/b, -'Jk) para a 0, y el 
/---.uton junto de validez. {0} para 3=0. De ahf se deduce 
que puede haber a lo m&s dos puntos de intersecci6n . 
10. Puesto que la pendiente de una recta que contiene los 

puntos '( a, b) ^ es A ' ^ , (c a), obtenemos f^cil- 

C ~ V 

mente para los puntos (0,0) (a,a ), la pendientd 
2 

^ 0 Por consiguiente, concluiniQS que la peh- 

a - 0 

diente de la recta que contiene los puntos (0,0) ^ ' 
(a,a^) se aproxima a 0 seg^Sn a se aproxin^ a 0. 

Pero una rec^ta qu€jg»asa por (0,0) con una pendiente que se 

aproxima a cero, aparentemente se acerca al eje x, que* 

toca la 'parabola eiy (0,0), Si notamos que el segtaento de 

* ' 2 * * 

la recta entre (0,0) ^ (a, Na ), para a ^jsrca de 0, casi 

, ^ coincide con el arco de la parliboXa, es plausible que la 
gr^ifica sea aplanada cerca del origen. 



ERIC 



650 



ERIC 



Respuestas al Conjunto de probletnas 17*-5b r p^ginas 551-553: 

1. Ca) ^ Mientras mis pequeflo sea el valor de a, m^s aplanada 

« , . ^ ^ 2 ^ — ^ " ' ^ 

ser^'^la gr^fica de^ y * ax ^ ^ para a = 0, degenera 

en el eje x, Tddas las parabolas para 0< ia < 1 



egt^n entre el eje x jjr la parabola y « x • 
<b) Para a>ly las parabolas y « ax estin en el inte- 

y * ^ 2 * 

rior de la parabola " 3^ « x • 

(c) . La grilfica de y - ax est^ entre el eje x la 

' 2 ~ 

parabola y -x , si -1 < a < 0» 

(d) La gr^fica de y « ax est^ en el interior de la 

2 

parabola y « -x ^ si a <-l- ^ 

2 

(e) La gr^fica de y ^ ax est^ may cerca del eje y para 



valores muy grandes de |a 
2, Las gr^ficas de ' y ^ x^ + k e y « x^ difi^ren en su 

posicidn solamente. En relaci6p con 1^? ^gr jfica de \ 

2 2 ^ * 

' y X J la de y = x +^.k est^ |k| unidades hacia arriba, 

si k>Oj |kj unidades hacia abajo^ si k< 0, , 
2 ' 2 

3* y " (x - h) e y » X difieren solamente en su posicidn; 
a saber y y » (x - h)^ estS unidades a la derecha de 



y«x,si h>0>j^|h| unidades a la izquierda, si 
h<0^ 

2 2 

^» (^) 3^ * + 1) tiene exactamente la forma de y x ^ 

y est5 situada una unidad a la izquierda de la misma. 

(b) y « -3x est5 en el interior de la parabola y » -x , 



cerca del eje y. 



2 

(c) y = X -3 tiene exactamente la forma de la parabola 

2 

y « X , y est^ situada 3 unidades por deb^jo de la 
misma * » . 

2 ' ^ 

(d) y » -(x ~ 1) tiene exactamente la. forma de la paril- 

2 

bola y » -X , y estJ situada una unidad a la derecha 
de la misma . 



3 ^ 
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2 

(e) y «'2(x ^ Z) tiene exactamente la forma de la 

parabola, y » 2x^^ que «st5 en ef" interior de la 

2 ' 
parabola y * x , y dos unidades^^ a la derecha de 

y ■ 2x • , V . 

(f) y » + 1) + l^tiene exactamente 1b forma de la' 

parabola y » x^, y est4 situada una unidad a la 

^ . 2 
izquierda y una unidad hacia arriba de y «^ * 

(s) y 2(x * 1)^ - 1 tiene ;exactamente la forma de la 

' parabola y ^ 2x , y est^ situada una ui^dad a la 

derecha yujina pnidad por debajo de ^ ~ 2x . 

2 ' ' 

(h) y « -2(x + 1) - 1 tiene exactamente la forma de la 

parabola y *-2k ^ que est^ en el interior de 

5 

y » -X , y situada una unidad a la izquierda y una 
unidad por debajo de la parlbola y » -2x , ^ 

La gr^fica de y «^aCx h) + k puede obteg^erse 

^ 2 
trasladando la gr^fica de y « ax , Jh|unidades en la 

direccidn positiva del eje x, si h>0, 2 1 unidades^ 
en la direcci6n negative del eje x, si b<0, ^ ademSs 

|k| anidades hacia arriba, ^ si k > 0, 2 M unidades hacia 

abajd, si k< 0. El v^rtice* y la ecuacidn del eje de la 

parabola son Jh,k) 2 ^ * respectivamenteT 
2^ ^ - 

X » a(y - 1) - 1/ PuestD que a es arbitrario, hay una 
infinidad^de tales. parabolas . 
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Respuestas al Gonjunto de probl^aas 17-6 ; p^ginas 555-556: 



1- (a) y » - 6x + X0^« (x - 3)^ + 1 
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(c) . y » 5x^-3 
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2. (c) (VT,0) y ( -v^,0) 



5^ . 



3!. Ax^ + Be + C = A(x^ + §^ + ^ " ^ » ^ ^ ^ 

* • \ ^ a(x - hr + k, , , 

donde a - A, h = -^-^ , ^ = ^^l^" ^ 

(a) a(x - h)^ + k = ax^ - 2ahx + (ah^ + k) 3x^ - 7x + 5 

. ■* 2 

\ Si a =s 3, -2ah = "ah + k = 5, entoncos 

a = 3 implica que -2f3)h » -7; es decir que, h = ^ 

rr 2 

a = 3 y h =^ impUcan que(3)(^) +. k « 5, o stea, 
11/ 

7 



Por 10 •tanto,3x^^<- 7x + 5 = 3(x - +*^. 

(b) ax^ - 2ahx/+ (ah^ + k) = 5x^ - 3x + || 

'f 

Si a = -5>*>Vi *= -"^ -oK^ J. i§. 



-2ah *= -3, ah + k = , entonces , 



o /c V, 3 ' 1 

a =^ 5* h = k = ^. 



Por lo tantp, 5x^ - 3x + || = 5(x - Jq)^ + i 
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'5 2 2 ' * 

iq) * ax > 2ahx + (ah + k) » Ax + Bx + G, para todo ^ 

ntSmero real x/ Esto es posible si 

a «*A, -2ah « 2 + k » Cl 

Si a^ ^ntonces el enunciado ^*-2ah « B^* es 

equivalence a "-2Ah « B'^, esto es, a h **"2A* ' 

Adem^S j si a A y v ^ " entonces , 

^ . 2A 2 

"ah^ + k - es equivalente ^^ ''^ 4a^ ^ ^ 
esto es, a ^ k ^ 4a^ — 



Respuestas al Conjunto de probletnas 17-7 ; p^ginas 550-5r61; 

1. (a) No es factorizahle. . 
' (b) 6x^ - X - 12 « (3x t 4)<2x - 3) 

En este case, la compleci6n del cuadrado^darla los 
_ mismos factor eSi peSro dteberlamos primer o, tr a tar de 
hallar factores sobre los enteros por los m^todos 
d^l Capftulo 12. ' ^ ! 

^ (c) ^ + 4x + o - i(x^ ^ 8x + 12) " ■ ^ 

- ^(x -i c)(x + 2) . ^ 

(ci) kv^ . 2y -.I- - (2y 4 • ' . 

(e) No es factorable. > 

(f) 2z - z'^ ~ 3 - (z , 1)^ 1 l)(v^- 2 . 1). 
(tS) 1 - - (1 VJx)(l ^ v^).>r 

(n) No es factorable. 

U) liv2 - 5v - b(v - i)2 , 4 

-'(y3;(v - 1) ^ 2)(v^(v - 1) - 2). 

(J) x2 -( (a + t))x . ab - (x . - (ii^i)2 - (x + a)(x 4 bX 
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(a) 

{ay 4 - X - 3x2 ^ (4 + 3x)(l - x) » 0. (- ^ , 1). 
(c) 0. 

(4) 82 - a - I - <s - |) 



1 .'/a'x 

2 



(e) + + 5 - + 4t + 1) - ^(2t + 1)* 

it) |y2 + 2y 3 » |(y + 3)^ - 6 « | ((y + 3)^ - 1Q) 

- |<y + 3 +'»A8)(y + 3 -"/iS) » 0. ' 

* (-3 - 3VT, -3 + SV'^J. 

(g) 

(h) 3n^ - 7^" n(3n - 7) - 0. [0, 

(a) Puesto que" ^ 

a(x h)^ + k « a ((X - h)^ + ^);a if^ 0 

' k 

se deduce 'que es" factorizable si — i. 0. 
5t I ' a ' 

(b) Si - " -P , ^donde p «= \siendo m y n enteros. 



0. 



0. 



/ 



V 



2 1/ 2 2^ 

entonces a(x - h) + k = a(^Cx - h) - p j« 

a(x - h - p)(x h + p) - ~2(«('^ - ^) - rnj^(x- h)+ . 

donde m, n, h son enter os, con la posible excepci6n 

del factor constante . Si n « 1, es decir, p 

-es un enter o, entonces — o ®^ tambien un.entero* 

k ' 
Por lo tanto. si — es ixn cuadrado perfecto de un 

entero7 el polinomio anterior es perfectaraente facto- ^ 

rizable sobre los enteros. 

(c) Si ->0, - = 0, o - •< 0, el conjunto de validez de 
^' a'a a 

o 

a(x - h) + k = 0 contiene ninguno, uno o dos 
nutneros reales, respectivamehte. 
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(ia) Si la longitud de ,su lado inayor es x puXgadae, 
^ entonces la longitud del lado menor es (6 - x) 
pulgadas. Asl, , 

x(6 - x> - T o - ^ = ° • 

- 6x + 7 - (x-3)2 . 2 - (X - 3 -/2)(x .. 3 - 0. 

Per consigulente, x « 3 4 ofa. La longitud del lado . 
mayor es (3 ^ ^ft) pulgadas .. 

(b) Si un lado mide " 3c pulgadas » entonces el segundo 
lado mide (x - iV pulgadas, y la hipotenusa mide 

<x + 2) pulgaclas. f pr el teorema de Pit^goras , 
* •> • ♦ 

tenemos ■» . , 

,( . " ", , 

-x^ + tx - 1)^ = (x + 2)^ d x^ - 6x - 3 « 0 

x^*^- ox 3 = (x - 3)^ - 12 

. (x - 3 Vl2)(x - 3 +^/l2) = 0. ' 

/; ' Por lo tanto, x^^ ^^^^ requerido mide 

3+2k/3 pulgadas. * • i, 

(c) Si un niSmero es x, entonces el segundo es 5 - x» 2 
el producto es x(5 - x) -J9. Asi, x^ - 5x + 9 « 0. 
Puesto que el conjunto de validez de 

x^ - 5x + 9 = (x - + -t" " ° ^° contiene ningiSn 

2 H V 

ndmero real, el problema no tiene soluciiSn. 
En. el problema 3 del Conjunto de problemas 17-6, obtuvimos 
la relaci6n 

B\2 B^-4AC 



(a) + at + C. = A(x + - — ^ 

^ B^2 fig - 4AC ^ 

-a((x + 2^) - J 
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(b) Si 



B^ -- 4AC< 0. entonces (x + |^) I B "^^^^ > 0, 
• ♦ * • 2A 4^-^ ■ 

La parabola .y « Ax + Bx + ^ esti por' encima o por 

deb,aj6 del eje x (por encima para A> 0, 2 PO'^ debajo 

0 no ttene 



para A,<0); esto es, Ax^ + Bx + C 

2 



,soluci6n. 
(c)^ Si B^ - 4AC 



0, sentences y « Ax' 



+ Bk + C -A(x"4^)2 



y la parabola est^ por encima o por d^)?ajo del eje xj 



i toca el e^je x en (- |j,0); esto es 



Bx + C« 0 



(d) 



tiene una solvici6n 
2 



2A 



(2 
(x + ^) - 



— ' 




A(x + -gj^ + — ^j- )(3C +^ 

tiene el con j unto soluci 6n 
• ^B +V^^ > 4AG -B -Vb^ - 4AC 

—^5 ' gr 



Estates la formula cuadrStica familiar que se 

enuncia a menudo sin demos'tracidn . Se presenta 

aqui solamente comb una generalizacidn de la t€cnica 

de /pactorizar un polinomio cuadrHtico mediante el 

m^todo de. complepidn del cuadrado. No se debe pedir 

a los estudiantes que se aprendan de memoria esta 

formula. Lo importante es que to do polinomio cuadr^- 

2 ^ 

■tico con B - 4ACi: 0 puede ser factoWzado soiare los 

niSmeros reales, y , por lo tanto, toda' eqiiacidn 



cuadr^tica con B - 4AG^ 0 tiene soluci' 




les . 
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Capftulo 17, 



/ 4 

— 



\ Sugerencias para ex4menes 

1. En cada unq de los siguientes, describe, si es posible^i 
la *funci6h (i) medi^ante una tabla, (ii) median te una 

Nexpresi6n eit xv En cada caso, indica ^1 dominio de 
definici6n y» el campo de valores. 

(a) A cada ntSmero real positive, asigna la suma de* 
2 y el duplo del nCtmero/ 

(b) Asocia con cada enfero 61 reclproco^ del misitfo* 

(c) A cada ntSmero reav> asigna la ordenada del punto 
de la recta con pendiente 2 2*ordenada en el origen 
t-2, cuya abscisa es el ntlmero* ^ 

2. iCu^l es el dominio de la funcidn definida por la expre- . 

si6n n/ 2x - 4? ^Cudl es el campo de valores de esta ' 

»• " , ' ■ . * - ' 

funci<5n? 

3* Dada la funcifin " g defiiiida cgmo sigue: 

g(x) «= X - — , para cada ndmero real x, distinto de . 

Xl * 

^ cer o , . ^ ^ 

iQa€ niSmeros reales est5n representados por lo^ siguientes ; 

V 

(a) g(-2) (e) lg(-|)I 

(b) g(-|> * Ig^:^) 

(c) -g(|) ' , (g) g{|> > a > p , 

(d) g(|-4l) -8 (-a) , a > 0 
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Consldera* la f unclj&n F deflnida por: 

f 2 , -2SX<0 > , 
P(x) - 1 x+2, 0<xS2 , 

(a) iCvAl es el dominio "de definici6n de F? 

(p) iQue n^meros est^n representados por P(" 2^/ ^^2^* 

P(o)> pC-|), p(|) ? . - • 

(c) Dibuja la gr^fica de F, ^ ^ 

» 

(d) 2^^^^^ ^1 conjunto de valldez d^l enunclado 

F(x) - 3? ^ ' ' . : ^ • 

Da una regla para definir la funci6n cuya gr^fica .es el 
segmento de recta que se e^^tlende desde (-lj2) hasta 
(4^1) > incluyendo los exti^emos* 

iEs tod^ recta la grl[fica*de ujpa funci6n? Si no lo»es, 
da'algui]^s excepclones. 

Si f .es ,la^funci6n lineal definida por f(x) « rox + b 
para todos Aos niSberDS reales x, ^ , - 

(a) . describe* la grSflca de f ^ si b 0 v in > 0, 

(b) •describe la grilfica de f , sf m » 0 ^ b > ^0, 

(c) ^determina m y b, si* la grSfica de t contiene 
los puntos (-2,3) x (3»-2). 

Sean F x' G l4s funciones definidas por: 

F(x) - 3x'^.+ 2x - 4, • -2*'< X < 2, v 
G(x) » -x^ + 2 , -1 < X 3. 

(a) D'eterml^a F(2) - G(l) F(>4) +G(-4), 

(b) . Detern^ina F(x) + G(x>, -1 x < 2. 
<c) Detettnina F(x) G(x) , -1 < x < 2» 

(d) Con r^specto al mismb sistema de ejes, dibuja las 
gr^ficas de F y * ♦ , 



* (e) iC«51 es el conjunto 4© validez del enunciado 
"FCx) •= G(x), -1< A< 2"? 
(f) Ascribe' F(x) en la forma can6nica, y halla el 

v^rtlce y el eje de la grilfica de F. 
(•g) Resuelve la ecuacidn cuadrlStica F(k) = 0, -2-<x<2 
^. Si una ecuacidn cuadr^tica'se escribe en la forma 

determina los valor es de h y >k para los cuales la 
ecuaci6n: tiene * * • 

(a) dos soiuciones reales, * 
• (b) una soluci6n real, ^ , * 



* (c) Dinguna soluci6n real 
10.. El primer lado de ,un recC^ngulo t:^ene x pulgadas de 

longitud; otro lado' es 2 pulgadas m5s coj;to, y la. 

diagonal es 3 pulgadas mils larga que el primer lado. 

^Cuill €s el valor de x? 
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